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1. Dualité en programmation linéaire
]

La dualité une notion fondamentale en PL.

Chaque PL de maximisation donne lieu a un PL de
minimisation appelé son probléeme dual.

Les deux probléemes sont liés : chaque solution
admissible de I'un fournit une borne de la valeur
optimale de 'autre et si les deux problémes ont des
solutions, leurs valeurs optimales coincident.
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1.1) Motivation : trouver des majorants de la

valeur optimale
- 000000/

Exemple ( maximiserz = 4x; +x, +5x3 +3x4
X1 —X3 —x3 +3x4 < 1 L4
(P) A sc 524 +x, +3x3 +8x4, <55 L,
h —X1 42X 4+3x3 —5x34 < 3 ILj
L x; =20 i=1a4

On veut encadrer la valeur de z* (sans avoir & la calculer par
la méthode du simplexe)

Pour en avoir un minorant, on peut toujours chercher une
solution réalisable de (P) dont la valeur fournira un minorant
de z*, mais sans garantie que cette valeur soit optimale.

z(0,0,1,0) = 5 - z'25

2(3,0,20)=22 - z*>22 } 2z">22
z(2,1,1,1/3) =15 - z* > 15
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1.1) Motivation : trouver des majorants de la

valeur optimale
- 00000000

( maximiserz = 4x; +x; +5x3 +3x,4

Xy ~—Xo —X3 43%; S 1 Ly
(P) A« sc 5x4 +x, +3x3 +8x4, <55 L,
h —-X1 +2X2 +3x3 —=bxy, < 3 I;

L X >0 i=1a4

Essayons d’obtenir un majorant de z* cette fois, en nous servant des
contraintes (et de la non-négativité des variables) :

, 5 5 40 275
contrainte % 3° 4%y + x5+ 5x3 + 3x4 < 3% +§x2 + 5x3 +?x4 < =

5/3 x [26Me contrainte]

2 eme

V4

275
= z ST(Z 91,6)
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6.1) Motivation : trouver des majorants de la

valeur optimale
ey

] ( maximiserz =4x; +x, +5x3 +3x,
Xy =X =Xy F3Xy = 1 Ly
(P) <« 5xy +x, +3x3 +8x, <55 L,
SC -xqy +2x, +3x3 —-5x, < 3 Lj

On peut faire beaucoup mieux : L, + L3 donne :

4x1 + 3xy + 6x3 + 3x4, < 58

1 Donc:z* <58

CORO - Partie 1T — Dualité en PL enS”é
PARIS-EVRY



1.1) Motivation : trouver des majorants de la

valeur optimale
- 0000/

( maximiserz = 4x; +x, +5x3 +3x,4

X1 —X92 —X3 +3x4 o Ll
(P) < sc 5¢4 +x, +3x3 +8x4, <55 L,
o —Xy +2% +3x3 —-5xy = 3 Iy

L Xi >0 i=1a4

On peut généraliser cette stratégie : on multiplie chaque contrainte L; par
un multiplicateur y; (appelé variable duale) et on somme ftoutes les
contraintes :

- r r & - 5 b
O Le premier cas présenté (2°™M€ contrainte X §) correspond & :

5
y1=0,y=3,y3=0
O Le deuxiéme cas (L, + L3) correspond & :
y1=0,y,=1y3=1
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1.1) Motivation : trouver des majorants de la

valeur optimale
- 0000/

( maximiserz = 4x; +x, +5x3 +3x,4

X1 —X92 —X3 +BX4 = a1 Ll xy]_
(P) < sc 54 +x, +3x3 +8x4, <55 L, X Yo
e —X1 +2x2 +3.X3 —SX4 < 3 L3 ¥ y3

L Xi >0 i=1a4

Uinégalité qui en résulte, en sommant les 3 contraintes multipliées chacune

(1)

par leur multiplicateur, est :

(y1 +5y2 —y3)x1 + (—=y1 +y2 + 2y3)x; + (—y1 + 3y, + 3y3)x3
+(By, +8y, —5y3)x4y < y1+55y,+3y;

Chaque multiplicateur y; doit étre positif ou nul (sinon il y aurait un
changement de sens de l'inégalité).
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1.1) Motivation : trouver des majorants de la

valeur optimale
- 000000/
(y1+5y2 = ¥3)x1+ (=¥1 + ¥2 + 2y3)x; + (=y1 + 3y2 + 3y3)x3 (1)
+(3y1 + 8y, —5y3)xs < y1+55y; +3y;
De plus, on désire utiliser le membre de gauche de (1) comme majorant de
zZ = 4x1 + x, + 5x3 + 3x4.

Cela n’est valide que si, pour chaque variable Xx;, son coefficient dans (1)
est supérieur ou égal & son coefficient dans z. Nous voulons donc :

y1+3y2 —y3 = 4
—y1+Yy2+2y; =2 1
—y1+ y2+2y; = 5
3y1 + 8)’2 o 5y3 > 3

Si yi =0 Vi et si les 4 contraintes ci-dessus sont vérifiées, alors toute
solution réalisable de (P) vérifie I'inégalité :
4X1 + X7 -+ SX3 o= BX4 < V1 + 55)’2 = 3y3
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1.1) Motivation : trouver des majorants de la

valeur optimale

4x1 + X2 + SX3 + 3.7(,'4 = Y1 ~+ 55y2 + 3y3

En particulier pour x* cette inégalité est vraie.

Donc: z* < V1 + 55y2 -+ 3y3

Comme on désire un majorant le plus petit possible on est naturellement
amené & choisir pour y la solution du programme linéaire (D) suivant, que
I'on appelle programme dual de (P) :

(minimiser w = y; + 55y, + 3y3
y1+5y2—y3 = 4
(D) { —y1+ Y2+2y3 =2 1
sc. |-y1+3y,+3y; = 5
3y1 + 8)’2 — 5y3 > 3
L yi=0 i=1 als

Rappel :
( maximiserz = 4x; +x, +5x3 +3x,
Xy —X —x3 +3x4, <1
(P) < sc 5x4 +x, +3x3 +8x4; <55
o -x; +2x, +3x3 -5x, < 3

xi20 i=1a4
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1.2) Généralisation

- Au probléme (P) défini par : I ... on associe son probléme dual (D) :
( n ( m
maximiser chx]- minimiser Zbi_‘yi
j=1 i=1
(P) 4 ! (D) « 2 L
zaijijbi (i=1am) ZaijJ’iZCj =1an)
- $.C. |4
=1 i=1
' xj =0 (j=13an) i yi=0 (i=1am)

s " - €
— nrobleme nrimal prObIeme dual
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1.2) Généralisation

Ou bien, sous forme matricielle :

( Maxz = cx (Minw = yb
(P) Ax<b (D) A YA = c
kS'C' x>0 ks,c. y=0

NB : (YA)'= A'y'. La matrice des contrainte de (D) est
la transposée de celle de (P).
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1.2) Généralisation

Maxz = cx Minw:yb
]
(P){ . |Ax<b D){,  |vA=c |
x=0 y=0
Prop. : si (P) et (D) admettent des solutions réalisables, toute solution réalisable x

de (P), x = (xq4,...,X,), et toute solution réalisable y de (D), vy = (¥1, ., Ym):
vérifient :

[ z=cx<yb=w ] (2)

Démonstration :

}l 165%; < (Zl 1al]yl)xj = (Zn lal]x])yl = Z 1b1y1 L

Corollaire :  si x" et y" sont deux solutions respectives de (P) et (D) qui vérifient
z(x") = w(y"), alors il est possible de conclure immédiatement que x* est
optimal pour (P) et y* pour (D).
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1.3) Théoreme de la dualité

Maxz = cx Minw = yb
R ) Ax < b (D) yA > c
“Clx>0 SC Ly >0

Théoréeme : si le probléme primal (P) a une solution optimale

(x1,...,x;) alors le probléme dual (D) a une solution optimale
* _ n * m _

(yl’“"y;’l) telle que A — j=1 C]x] = i=1 biyi =w".

Idee de la preuve:

0 On considére le tableau simplexe optimal de (P) et on pose y;" = —A; ouU

A; désigne le colt réduit de la iMe variable d’écart de (P) dans le
tableau optimal de (P).

0 On montre qu’alors y* vérifie toutes les contraintes du dual et qu'il y a
égalité entre les valeurs de x™ dans (P) et y* dans (D).
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1.4) Définition du dual dans le cas général

Pour un PL quelconque (pas nécessairement sous la forme canonique), on applique les
régles d’écriture suivantes.

Probléme de minimisation Probléme de maximisation

Fonction obijectif : min Fonction objectif : max
Second membre Fonction objectif
A matrice des contraintes A" matrice des contraintes
Contrainte [ de type = Variable y; = 0
Contrainte i de type < Variable y; < 0
Contrainte [ de type = Variable u; non contrainte en signe
Variable x; = 0 Contrainte j de type =
Variable X; non contrainte en signe Contrainte j de type =

Attention, le tableau n'est pas symétrique, il faut considérer que la colonne de gauche est
le probléme de minimisation et la colonne de droite le probléme de maximisation dans un
couple primal/dual.

On observe en particulier que le dual du dual est le primal.
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1.4) Définition du dual dans le cas général

Exemple :
(Min 2x; — 3x
1 2
. i rMaxy1+4y2+3y3
1 A2 =
(PRIMAL) { Xy + 3%, > (DUAL) 4
S.C. sc |—y1+3y,+y3=-3
X1+ Xy = 3 y <0 y >0
1 x1=0 \ SR S
Fonction objectif : min Fonction objectif : max
Second membre Fonction objectif
A matrice des contraintes A" matrice des contraintes
Contrainte [ de type = Variable y; = 0
Contrainte i de type = Variabley; = 0
Contrainte [ de type = Variable y; non contrainte en signe
Variable x; = 0 Contrainte j de type <
Variable X; non contrainte en signe Contrainte j de type =



1.5) Relations entre les variables du primal et du dual

La résolution des deux programmes (P) et (D) par la méthode du simplexe, nécessite
I'introduction de variables d’écarts : m variables pour (P) et n variables pour (D).

A une variable principale de 'un est associée la variable d’écart correspondante de
I'autre :

X; correspond a y; et Xz correspond a y;

Notation : & un indice k on associe 'indice k

k=1 si k=i

avec P

k=i si k=t
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1.6) Passage du tableau optimal du primal a celui de la
version maximisation du dual

Xj.  est hors base du tableau optimal de (P)

i

Yk est de base du tableau optimal de (D)

PRE

“Elément du tableau ™ aij o ]/_\ ~Eiément du tableau -
optimal de (D) .-~ jest hors base du *-._  optimal de (P) '

''''''''''''''''''''''''''' tableau de (D) \\\'__'___'_‘_'_'_'_‘_'_'_'_‘_'_'.'_'.'_'.'_“.'_'.'_’.'___'_','_—,'_—_-_'_‘_’..
-~~""Second membre du--. A. =-h. <_L Coit réduit du tableau ™.,
_ tableau optimal de (P) T T l optimal de (D)
................................... i est de base du
_________________________ tableau de (P) T

) “"Second membre du ™ b A Codt réduit du tableau
tableau optimal de (D) P> - D optimal de (P)

e ] est de base du tableau de (D) """"""""""""""""""" en!ié



1.6) Passage du tableau optimal du primal a celui de la
version maximisation du dual

Exemple :
(Max Z =4x, +12x, +3x, (Min W =100y, + 500y, +1500y, + 6750y,
x, <1000 y, +3y, >4
P x, < 500 E—) (D)y_ | nH6y,212
s.C. x; <1500 y;+2y,23
3x, +6x, +2x,< 6750 VisVysV3Vs 20
| X, Xy ,%; 20 k

Version maximisation de (D) :

(Max W'=-100y, —500y, —1500y, — 6750y,
yi+3y, 24

e (DY | y 463,212

S.C.

y;+2y,23

VY25 Y35V 20
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1.6) Passage du tableau optimal du primal a celui de la
version maximisation du dual

e, B X ¥a *3 - x3 X3 Xz b
Tableau X1 1 0 0 0 -2 2/3 13 | 250
. optimal -7 X3 0 1 0 0 1 0 0 500
de (P) i 0 0 0 1 2 2/3  -y3 | 750

T x3 0 0 1 0 0 1 0 1500

& @ 0 0 0 -4 /3 -4/3 | -11500
e o | w om w o om w0
(D) ¥ 2 1 0 0 2 -1 0 4
T ¥i | =43 0 1 0 2/3 0 -1 1/3
Yo | 1/3 0 0 1 -1/3 0 0 4/3
A | 750 0 0 0 250 500 -1500 |+11 500
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1.7) Interprétation économique du dual
]

Un probléme de transport

O Une entreprise de construction d’automobiles posséde trois usines
situées a Paris, Strasbourg et Lyon.

O Le métal nécessaire a la construction est disponible aux ports du Havre
et de Marseille, en quantité 550 pour Marseille et 350 pour Le Havre

O Paris a besoin de 400 tonnes de métal chaque semaine, Strasbourg
300 et Lyon 200.

O Les colts de transport varient proportionnellement aux quantités
transportées et les coOts unitaires sont :

I S T

Marseille

Le Havre 3 5 4
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1.7) Interprétation économique du dual

I T T
. s . ;, M

PL associé : Le Havre 3 5 4

(Min z = 5x11 + 6Xx15 + 3x13 + 3x31 + 5x5, + 4%,3
X11 + X12 + X13 < 550
X21 + X292 + X23 < 350

(PZ) X X11 + X21 > 400
S.C. X12 + X292 > 300
X13 + X33 > 200

\ X =0,i=12j=123

et son dual peut s’écrire :

(Min w = 550y, + 350y, — 400y; — 300y, — 200y:
yi—Y¥3 =-5
Yyi—Ys =—6
y1—Y¥s =-3
(DZ) < S.C. Y2 — V3 > —3
Yo —Ya =5
Y2 —Y¥s =—4
L y; =0 Vi
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1.7) Interprétation économique du dual
__ml
6 3

Marseille 5

Un probléme de transport Le Havre 3 5 4

O Supposons maintenant qu’un transporteur propose a la direction de
I’entreprise de construction automobile de lui acheter le métal aux prix
T, et T, aux ports de Marseille et du Havre, de se charger du
transport et de lui revendre le métal aux prix 11, N, et N3zaux usines
de Paris, Strasbourg et Lyon.

O Pour convaincre la direction que I'affaire ne lui sera pas défavorable,
le transporteur garantit que ses prix seront compétitifs avec les coUts
actuels de transport, c-a-d :

f771—7T1S5
7]2_7'[1S6
773_7T1S3 .
(1)<771_7T2S3 N, =0
7]2_7T2S5
\1)3 — T, < 4 S—
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1.7) Interprétation économique du dual

I T T
. s . ;, M

Un probléme de transport Le Havre 3 5 4

O La direction de I'entreprise convient que dans ces conditions, il vaut mieux laisser le
transporteur se charger du travail

O Le transporteur quant a lui doit trouver des prix qui satisfont I’ensemble des
contraintes (1)

0 Comme il désire de plus rendre son profit maximum il cherchera a maximiser la
somme que lui versera I'entreprise, a savoir :

O En posant y; = T4, Vo = Ty, Y3 = N1, Y4 = Ny et Y= = N3, le programme linéaire
du transporteur est (D,), le dual du PL de Ientreprise de construction

d’automobiles.

Les variables duales ont dans la plupart des cas une interprétation physique
ou économique suivant la nature des problémes que le PL modélise.
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1.8) Relations d’exclusion

- 000000/
Soient X et ¥ deux solutions admissibles de (P) et (D) :

g %t = (%y, o, X, ) o) )
a =Gy Im I I

4 A

X et y sont optimales pour (P) et (D)

si et seulement si :
(Vi=1,..,n %J; =0

et
Vi=1,...m 9%=0

N /
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1.8) Relations d’exclusion

En d’autres termes, Xety  deux solutions optimales
respectivement pour (P) et (D) si et seulement si :

O Si une contrainte de l'un des programmes linéaires est
lache (non saturée), la variable correspondante du dual est
nulle

O Si une variable de l'un des programmes linéaires est
strictement positive, la contrainte correspondante du dual
est saturée

Il s’agit du théoréme faible des écarts complémentaires
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