1 Applications mesurables et mesures.

Le but de ce cours est d’introduire une notion d’ intégrale a la fois plus simple et plus générale
que 'intégrale de Riemann, et aussi faire le pont entre les deux théories : Analyse et Probabilités.
L’intégrale de Riemann d’une fonction f définie sur une intervalle [a,b] est définie comme
la limite commune des sommes inférieures et supérieures de Darboux, dans le cas ou cette
limite est en effet commune. C’est & dire, on peut intégrer les fonctions continues ou "pas trop
discontinues". La fonction de Dirichlet 1gujo,1) représente un exemple classique d'une fonction
non Riemann intégrable. Or elle est nulle "trés souvent" et intuitivement on voudrait dire que
son intégrale est égale a zéro. Ce qui est vrai si I’on considere l'intégrale de Lebesgue.
L’intégrale de Riemann s’adresse a des fonctions définies sur R ou R?, d € N*. Or dans la théorie
des probabilités I'ensemble de référence est I'espace de probabilités, c’est a dire I’ensemble
de réalisations d’une expérience aléatoire. On "intégre" directement les fonctions du résultat
de D'expérience aléatoire a ’aide de I'espérance mathématique. On voudrait pouvoir traiter
I’espérance mathématique comme une intégrale, c¢’est possible si 'on considére l'intégral de
Lebesgue. De méme, les séries numériques sont des d’intégrales de Lebesgue par rapport a la
mesure de comptage. Ce point de vue unifié est extrémement pratique.

L’intégrale de Lebesgue a été introduite en 1902 par un mathématicien francais Henri Lebesgue,
c’est une intégrale extrémement commode d’emploi et généralisant tous les intégrales connus :
Riemann, Darboux, Stieltjes. Sa théorie de l'intégration repose sur la théorie de mesure et
avant d’introduire la notion de l'intégrale on doit définir les ensembles pouvant étre mesuré et
les fonctions pouvant étre intégrés. Tout cela fera I'objet de la premiére section de ce cours. La
théorie de mesure est trés importante pour le Calcul de Probabilités, car une probabilité est une
mesure. Les ensembles pouvant étre mesurés sont les ensembles "informatives" en probabilités.
La théorie de la mesure de Lebesgue utilise beaucoup la notion de "dénombrable". Les rappels
sur cette notion font 'objet du paragraphe suivant.

1.1 Rappels sur la dénombrabilité.

On veut définir la taille d’'un ensemble E, qu’on appelle son cardinal et que 1’on note card(E).
Si E est constitué d’un nombre fini n € N éléments, on pose naturellement card(E) = n. Si
E est un ensemble infini, on voudrait définir son cardinal en comparant avec les ensembles de
référence, comme N, R.

Definition 1.1 Soient E et F' deux ensembles.

1. On dit que card(E) = card(F) ou que E et F' sont équipotent, s’il existe une bijection
entre E et I

2. On dit que card(E) < card(F) s’il existe une injection de E dans F'.

3. On dit que card(E) < card(F) s’il existe une injection de E dans F' mais il n’eziste pas
de surjection.

La relation d’équipotence est une relation d’équivalence sur la collection de tous les ensembles.
On peut donc repartir tous les ensembles en classes des ensembles de cardinaux égaux.



Exemple 1.2 1. P(X) et {0,1}* sont équipotents par la bijection
P(X) — {0,1}%; A 1,

2. N set équipotent a 2N car n — 2n est une bijection.
Proposition 1.3 Soit E' un ensemble. Alors card(E) < card(P(E)).

Preuve Supposons que f: E — P(FE) est une surjection. Notons A = {z € E; z ¢ f(z)}.
Puisque [ est surjective, A a un antécédent, soit a € E telle que f(a) = A. Alors, si a € A,
a¢ fla)=Aetsiag¢ A, ac€ f(a) = A, donc contradiction. .

Definition 1.4 1. Un ensemble E est dit dénombrable, si l'on a card(E) < card(N). 1l est
fini si card(E) < card(N) et infini dénombrable si card(E) = card(N).

2. Un ensemble est dit infini non-dénombrable si card(E) > card(N).
On note card(N) par X°.

Proposition 1.5 1. Z est infini dénombrable.
2. N? est infini dénombrable.

3. Q est infini dénombrable.

Preuve
1. 8:N—Z telleque @(2n)=n, &(2n—1)= —n est une bijection.
2. ®:N? - N donnée par (0,0) =0 et ®(p,q) = w + ¢ est une bijection. Cette

application consiste & numéroter les couples de N x N au fur et & mesure de leur rencontre
le long du parcours des diagonales.

3. On a N C Q, donc card(N) < card(Q). D’autre part tout rationnel r s’écrit de fagon
unique r = §, (p,q) € Z x N*, pged (p,q) = 1 L’application Q@ — Z x N donnée par
£+ (p,q) est donc une injection de Q dans Z x N*. On a donc card(Q) < card(Z x N*).
Mais card(Z x N*) = card(N?) = card(N).

Proposition 1.6 1. Pour tout d > 1, N? est infini dénombrable.

2. Pour tout d > 1, si les ensembles X1,...Xyq sont dénombrables, leurs produit cartésien
X1 X ... x Xy est dénombrable.

Preuve
1. Par récurrence

2. Pour d = 2, les ensembles X et X, étant dénombrables, ils existent deux injections ®; :
X; — N. Alors 'application ® : X; x Xy — N x N définie par ®(x1, z5) = (P1(x1), Po(x2))
est une injection. Le passage de d a d + 1 se fait en notant X; x ... x X411 = (X7 X ... %
Xa) X Xgq1.



e Remarque : produit infini d’ensembles dénombrables n’est pas nécessairement dénombrable.

Exemple 1.7 L’ensemble {0, 1} n’est pas dénombrable.
Proposition 1.8 Une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Théoréme 1.9 R n’est pas dénombrable.

+oo  z,
n=0 3n+1-

Preuve Soit ® 'application définie par @ : {0, 1} — [0,1/2] par x = (z,)n>0 —>
® est une injection, car , si x # y et | = min{n;x, # y,}, on a

—+00

1 1 11
[9() ~ 0] 2 g7 — D oy = 5 > O
n=[+1

On a card{0, 1} = cardP(N). 1l vient que
card(N) < cardP(N) < cardR.
Pour établir 'égalité cardP(N) = cardR on montre que application ¥ : [0, 1[— {0, 1} donnée

par & — U(x) := (2,)nz0 Otz = [22], et z, := [2"F1(z — S0} zier)],m > 1 est une injection.
U(z) est le développement dyadique propre de x et 'on a égalité z = Z:::f) i, Ce qui entraine

son injectivité.

1.2 Opérations sur les ensembles.

Soit X un ensemble, P(X) I'ensemble de ses parties et A, B € P(X).

Definition 1.10 On note

1. AUB:={re X tqgreA ou z€ B}
ANB:={ze€Xtqgxze€A et z€ B}
A ={reX tq ax¢A}
A\B:={reX; €A etx ¢ B} =AN B
AAB :={r e X;z € AUB; x¢ AN B}.

G o

Definition 1.11 Soit f : X — Y, A; C X, B; CY,i € I On associe a f les fonctions "image
directe " fq et "image réciproque " f;7' définies par

fa:P(X) = P(Y),
A fi(A) ={f(z), x € A}

£ PY) = P(X),
B~ [,(B):i={reX; f(z) € B,}



On note presque systématiquement f au lieu de fy et f~1 au lieu de f 1. On a les formules de
Hausdorft :

fa (U AZ-) = U fa(Ay);  fa (ﬂ Ai) C ﬂfd (A;), avec égalité si injective

i€l i€l i€l i€l
i <U Bj) =Jrmy; 1 (ﬂ Bj) = (£ (By)
JjeJ Je€J JjeJ Jj€J

(/71 (B) = f7"(B)

Notation : Si C C P(Y) est une famille de parties de Y, on note

fHC) = {f7(C); CeC} CPX).

Definition 1.12 Soit (A,),>1 une suite dénombrable de sous-ensembles. On définit la "limite
supérieure” et la "limite inférieure” des A, par :

limsup 4, := ﬂ U Ay={z e X; Vn>1,Fk >ntq. xz € A}, (1.1)
- n>1k>n
= {z € X, x € Ay infiniment souvent} (1.2)
liminf A,, := U ﬂ Ay, ={x e X,In>1, t.q.Vk>n x € A}, (1.3)
" n>1k>n
={x € X, t.q. x € Ay a partir d’un certain rang} (1.4)
1.3 Tribus

Definition 1.13 Soit X un ensemble. On appelle tribu (ou o-algébre) sur X toute famille A
de partie de X vérifiant :

1. D e A,
2. si A€ A, alors A° € A (stabilité par complémentaire)
3. si Ap, € A, n > 1, alors Up>1 A, € A (stabilité par réunion dénombrable).

Le couple (X, A) est appelé un espace mesurable.

On voit immédiatement que A est stable aussi par réunion fini

Exemple 1.14 1. A: = {0, X}, tribu dite grossiére.
2. A: =P(X), tribu dite triviale.
3. Soit AC X, fizé; A:= {0, X, A, A°} est la plus petite tribu contenant le sous-ensemble A.

4. Si (A;)ier est une famille quelconque de tribus sur X, et I # 0, alors A := Nier A; est une
tribu

5. Soit X un espace topologique. La famille de tous les ouverts n’est pas une tribu.
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Proposition 1.15 1. X € A.

2. Si A, € A, pour tout n € N, alors NyenA, € A. Il en découle aussi la stabilité par
intersection fini.

3. 81 A,B € A alors A\ B € A.
4. Si A, € A, pour tout n € N, alors limsup,, A, etliminf, A, € A.

En fait, les tribus importantes sont obtenues par le procédé (peu explicite) suivant. Pour toute
classe C de parties de X il existe une plus petite tribu sur X qui la contienne; on la note par
o(C) et on 'appelle la tribu engendrée par la classe C. Considérons en effet l'intersection de
toutes les tribus sur X qui contienne C. Il en existe au moins une, car P(X) est une tribu. Il
est facile & voir que cette intersection est elle-méme une tribu.

Proposition 1.16 Soit C C P(X) une famille de parties de X. Il existe une plus petite tribu
(au sens d’inclusion) contenant C. On la note o(C) : c’est la tribu engendrée par C.
1. Si C est une tribu, o(C) =C.

2. 8iC CF, alors o(C) C o(F).

Soit X un espace topologique. La plus petite tribu contenant tous les ouverts est appelée tribu
borélienne sur X et notée B(X). Il est évident que c’est aussi la tribu engendrée par tous les
fermés.

Proposition 1.17 On a les égalités

B(R) = o({[a, +o0[, a € Q}) = o({]a, +oc[, a € Q}) (1.5)
=o({] —o00,a, a € Q}) = o({] —o0,a], a €Q}) (1.6)

Proposition 1.18 (Tribu image réciproque) Soit f : X — Y et B une tribu sur Y. Alors
A:={f'(B), B € B} est une tribu sur X.
Cette tribu est appelé tribu image-réciproque de B par f. On la note f~1(B).
Si f: X — Y est une application et A est une tribu sur X, , alors {f(A), A € A} n’est pas en
général une tribu.
Definition 1.19 On appelle tribu image de A par f, la tribu sur'Y définie par
{BeP(Y), fF(B) e A}
Lemme 1.20 Lemme de transport.

Soit f: X =Y et CCP(Y). Alors o(f71(C)) = f*(o(C)). (Toutes deuz sont des tribus sur
X).

Preuve [~}(C) C f~}o(C)), dou o(f~1(C)) C f~'(c(C)). Pour montrer I'inclusion inverse
on considére B la tribu image de o(f~(C)) par f, B:=={B € P(Y); f~YB) € o(f~1(C))}.
OnaCCB, o(C)CB, f1a(C))C fYB) Ca(f1(C)).

S
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2 Mesure positive

Definition 2.1 Soit (X,.A) un espace mesurable. On appelle mesure positive sur (X, A) toute

application p: A — R, vérifiant la propriété suivante, dite de "o-additivité" : Si (A,)n>1 est
une suite d’éléments de A deuz a deuz disjoints,

N(U An) = ZM(AH)

n>1 n>1

Le triplet (X, A, ) s’appelle espace mesuré. Si pu(X) < oo, la mesure est dite finie ou bornée.
Si pu(X) =1, p est une probabilité.

Exemple 2.2 1. La mesure de Dirac au point a € X :

1 st ac A

VA € P(X), u(A) ::{ 0 si a¢ A

2. La mesure de comptage sur (X,P(X)) :
card(A) si A estfini

+00 stnon

VA € P(X), u(A) = {

3. Probabilité conditionnelle. Soit (2, F,P) un espace de probabilité et B un évenement tel

que P(B) > 0. Alors, P(.|B) := PPE?BE;) est une probabilité sur la tribu-trace de F sur B.

4. Mesure image : Soit (X, A, u) et un autre espace mesurable (Y,F) Soit f : X — Y
mesurable. La mesure image v de p par f est définie sur F par VB € F, v(B) =
u(f~H(B).

5. Mesure de Lebesque sur R? est de loin la plus importante de la liste. Elle est a la base de
lextension de lintégrale de Riemann aux fonctions boréliennes.

Théoréme 2.3 [ existe une unique mesure sur (R4, B(R?)) dite mesure de Lebesque sur R? et
notée \g, vérifiant

1. 20,14 = 1,
2. Ya € RY, VA € B(RY), Ma + A) = \g(A).

On peut démontrer les propriétés suivantes de la mesure de Lebesgue :

Pour tout intervalle I C R sa mesure de Lebesgue est égale a sa longueur.
Pour tout pavé P :=I; x ... x I; de R? (produit cartésien d’intervalles)

M(P) = T tong(h).

1<i<d

Exemple 2.4 La mesure image est particuliérement importante en théorie des probabilités :
Soit (2, A, P) un espace mesuré ou P est une probabilité. Soit X une variable aléatoire, c’est
a dire une application mesurable de (2, A, P) dans (R, B(R)). On appelle loi de X et on note
Px la mesure image de P par X, c’est a dire VB € B(R), Px(B) = P(X~}(B).
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Théoréme 2.5 Soit p mesure positive sur (X, A). Alors pour tous A, € A,n € N, B € A,
1ow(ArY..-UAn) = w(A) + ...+ u(Ay), si Ay, ..., A, sont des éléments deuzr a deux
disjoints de A.

2. A C B implique pn(A) < u(B); si u(A) < oo, alors u(B\ A) = u(B) — u(A).
3. S1 Ay C Ay C A3 C ... une suite croissante d’éléments de A,
lim u(A,) = M(LEJNAn),

4. St Ay D Ay D Az D ... une suite décroissante d’éléments de A et p(A;) < oo,

lim p(A,) = ,U(ﬂ Ay),

n—oo
neN

5. 8i (Ap)n>1 est une suite d’éléments de A,

n(J 4 <) nAn)

n>1 n>1

Dans les applications, il est extrémement important de pouvoir identifier les mesures et notam-
ment les probabilités en utilisant I'information la plus restreinte possible, en d’autres termes
les théoréme d’unicité suivant jouera un roéle important :

Théoréme 2.6 (Théoréme d’unicité). Soient iy et o deux mesures finies sur un espace me-
surable (X,0(C)) ou C est une famille de parties de X stable par intersection finie et contenant
X. Si pour tout A € C, u1(A) = ua(A), alors py et py coincident sur la tribu engendrée par C.

Application : deux mesures qui donnent les mémes valeurs aux intervalles | — 0o, x| sont iden-
tiques.

La preuve du théoreme (facultatif, fais pas partie du cours)) repose sur plusieurs étapes.

Definition 2.7 On appelle classe monotone toute famille M de parties de X vérifiant
1. X eM,

2. SiA,Be M, alors A\ B € M,
3. Si (Ap)nen est une suite croissante (A, C Ani1) d’éléments de M, alors UpenA,, € M.

Proposition 2.8 Soit T une famille de parties de X. Alors T est une tribu <= T est une
classe monotone vérifiant de plus : VA, B €T, ANB e T.

Proposition 2.9 SiC est une famille de parties de X, il existe la plus petite classe monotone,
contenant C. On la note M(C).

Théoréeme 2.10 Soit C une famille de parties de X, stable par intersection finie et contenant
X, alors

Preuve (du théoréme d’'unicité) M = {A € o(C))/u1(A) = pua(A)}. Alors c’est une classe
monotone contenant C, donc contenant M(C) = o(C). o



2.1 Fonctions mesurables

Les fonctions mesurables jouent un grand réle dans la théorie d’intégrale de Lebesgue. Ce sont
les fonctions sur lesquelles 'intégrale sera définie. Bien que la classe des fonctions mesurables
est trés large, et il est trés difficile d’imaginer une fonction qui n’en appratient pas (toutes
les fonctions que 'on rencontre dans la vie sont mesurables), il est important de comprendre
comment cette classe est construite a partir des fonctions trés simples. C’est indispensable pour
la construction de I'intégrale de Lebesgue, définie aussi de cette fagon : d’abord sur les fonctions
trés simples, ensuite par le passage a la limite sur toutes les fonctions mesurables.

Definition 2.11 Soient (X, A) et (Y,B) deuz espaces mesurables. Une fonction f: (X, A) —
(Y, B) est (A, B) mesurable si
VB e B, f74(B) e A

St X et'Y sont deux espaces topologiques munis de leurs tribus boréliennes, on parle d’une
fonction borélienne.

Remarque la définition équivalente consiste a dire que f~!(B) C A. La tribu image réciproque
de B par f est la plus petite tribu qui rend f meusrable, on la note o(f).

Exemple 2.12 S5i A C X, 14 est mesurable si et s.si A l’est.

Exemple 2.13 Toute fonction constante est mesurable, car tout [’espace apparient a toute
tribu.

La proposition suivante permet de montrer facilement la mesurabilité d’une fonction.

Proposition 2.14 Soit f : (X, A) — (Y, B) avec B = 0(C) ou C est une famille de parties de
Y. Alors f est mesurable si et s.si f~1(C) C A.

Application
1. f:(X,A) — (R,B(R)) ou (R, B(R)) est mesurable si et s.si
VaeR, {f>a}eA

2. f(X,A) — (Y,B(Y)) ou Y est un espace topologique muni de sa tribu borélienne est
mesurable si et ssi pour tout ouvert O C Y, f~10O) € A.

3. Soient X et Y deux espaces topologiques. Une fonction continue est borélienne.

Proposition 2.15 Soient (X, .A) SN (Y,B) =% (Z,C). Si f et g sont mesurables, alors g o f
est mesurable.

Corollaire 2.16 Soient a € R e f : (X, 4) — (R,B(R) mesurable. Alors
max(f,a), min(f,a),|f|, [T, f~ sont mesurables.
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Proposition 2.17 - Soit [ : (f1, f2) : (X, A) = (R% B(R?)). La fonction f est mesurable si
et s.si f1 et fy le sont comme fonctions de (X, A) dans (R, B(R)).
- f:(f1, f2) : (X, A) = (C,B(C)) est mesurable si et s.si Rf et Sf le sont.

Preuve

— = On suppose que f st mesurable. Or f; = 7 o f ol w1 est continue.
— <= B(R?) = o{U x V, U,V —ouverts deR}. f~1(U x V) = f;'(U) N f; (V).

2.2 Opérations sur les fonctions mesurables

Proposition 2.18 Soient f et g : (X, A) — (R,B(R)) deuz fonctions mesurables a valeurs
réelles ou complexes . Alors pour tout a € R, af + g et fg sont mesurables.

Preuve (f,g): (X, A) — (R? B(R?)) est mesurable d’apres la proposition2.17. les fonctions
ax + y et xy sont continues. On conclut par la proposition2.15. °

Proposition 2.19 Soit (f,), une suite de fonctions mesurables de (X, A) dans (R, B(R)).
— sup,, fn etinf, f, sont mesurables,

— limsup,, f, et liminf, f, sont mesurables,

— st f, — f simplement, alors f est mesurable.

Definition 2.20 Une fonction f : (X, A) — (K,B(K) est étagée si elle est mesurable et ne
prend qu’un nombre fini de valeurs dans K =R ouC. On a donc f =3, a;1a,, ou I est fini,
a; € K, (A;)ier partition mesurable de X .

Théoréme 2.21 (Theoréme fondamental d’approzimation) Soit f : (X, A) — R, R ou C,
mesurable. Il existe une suite de fonctions étagées, telle que pour tout x € X, lim,, f,(z) = f(z).
De plus, si f > 0, on peut choisir cette suite croissante, si f est bornée, on peut choisir la suite
de facon que la convergence sera uniforme.

Preuve Si f > 0, on pose
k+1
En,k:{ <f<ts }k; (0,...n2" —1} et By = {f > n)

n2"—-1 g

La suite f, =)~ o a7 X1g,, +nlg,  est croissante etc °
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3 Intégral de Lebesgue par rapport & une mesure positive

3.1 Intégrale d’une fonction mesurable positive

On considére, dans ce chapitre, un espace mesuré (X, A, u). Dans la théorie d’intégration on
rencontre inévitablement co. Une des raisons est que l'on travaille aussi avec des ensembles de
mesure infini. Une autre raison est que la limite d’une suite de fonctions finies peut étre co en
certains points. Alors on définit 0 +oco =00+ 0=00et 0 x oo =00 x 0 = 0.

3.1.1 Intégrale d’une fonction étagée positive.

Definition 3.1 Soit f = Zaef(x) als_, une fonction étagée A mesurable a valeurs dans R .
Lintégrale de Lebesque de f est définie par

Proposition 3.2 Soit f une fonction étagée A mesurable a valeurs dans R,. Pour toute dé-
composition f:=>._,a;14,, 0u(A;); est une partition mesurable de X, on a

/fdu 2 > aip(Ay).

Remarque : si f =0, [ fdu =0 méme si u(X) = oo.

D an(A) = 3, > anl4

el acf(X) sai=a

i€l

Preuve

Exemple 3.3 1. Mesure de Dirac : Soit . = d,, a € X. Alors pour toute f étagée

| fin= fta)

2. Mesure de Lebesgue sur (R, B(R)). Si f = > a;1p, ot (I;) sont des intervalles de R,
formant une partition, [, fd\ =37 ou|L].

3. Mesure de comptage : Soit (X, A, u) = (N,;P(N),m) ou VA € P(X) m(A) = Card(A)

Alors on a
[ fn =3 s

neN

Proposition 3.4 Soient f,g deux fonctions étagées positives.
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1. addditwité : [, (f +g) = [ fdp+ [ gdp;
2. positwité : f > 0= [, fdu >0 et donc [ > g= [, fdu> [, gdp.
3. homogénéité : pour tout X >0, [, Xfdu =X [, fdpu.

Preuve Si f:=3, ;o4 et g:=3 ", Bi1lp;, then f+g=73", (i + Bj)lanp,  ®
Si A€ Aet [ étagée positive, 14f est aussi étagée positive. On pose

/Afdu = /X(lAf)du-

Le lemme suivant est important pour la construction de 'intégral de Lebesgue :

Lemme 3.5 1. St AN B =10,

[ - /A Fdu+ /B Fdp

2. Si (Ey,), est une suite croissante d’ensembles de A, telle que X = U, FE,, pour toute f
étagée positive,

/fd,u: lim fdu.
X n—oo E,

Preuve 1,45 =14+1pet u(AUE,) — n(AU(U,E,)), car (AUE,) est un systéme croissant.

3.2 Intégrale d’une fonction mesurable positive

On désigne par
MT(A) :={f: (X, A) — (R, B(R,)), mesurables}.

Definition 3.6 Si f € M*(A), on pose
/ fdu = Sup{/ ddu, ¢ < f, ¢ étagée positive}.
X X

Ona [y fdp e Ry. Si [ fdu < oo, on dit que f est p-intégrable.

Lorsque la fonction f est étagée elle méme, la définition coincide avec la définition de la section
précédente. En plus, si f,g € M™T, et f < g, alors

/)(fdué/)(gdu-
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Théoréme 3.7 ( Beppo-Lévi ou convergence monotone, notée TCM)
Soit (fn)n une suite croisante d’élements de MT(A), 0 < ... < f, < fon1 < .... Alors

fi=lim, o fr € MT(A) et
/ fd,uzlim/ fndps.
X noJx

On rappelle que toute fonction mesurable positive peut étre approchée par une suite croissante
de fonctions étagées (lemme fondamental d’approximation). En combinant ce lemme avec le
TCM, on voit que les propriétés de l'intégrale pour les fonctions étagées passent a la limite et
donnent lieu au propriétés correspondantes pour les fonctions mesurables positives :

Proposition 3.8 Soient f, g deux fonctions étagées positives.

1. addditwité : [, (f +g) = [ fdp+ [ gdu;
2. positivité : f > 0= [, fdu >0 et donc f > g = [ fdu > [y gdp.
3. homogénéité : pour tout X >0, [, Afdu =X [, fdu.

Exemple 3.9 Soit (X, A,u) = (N,P(N),m) ou VA € P(X) m(A) = Card(A) Alors si f €

My, ona
/Nfdu => f(n).

neN

Théoréme 3.10 Soit (f,) une suite de fonctions de M*(A) et f(x) =", fu(zx), =€ X.
Alors .
fdp = / Jndp.
foram=3

Corollaire 3.11 Sia;; > 0 pouri,j =1,2..., alors

i=1 j=1 j=1 i=1

Théoréme 3.12 (Mesure a densité)
Soit f: X — [0, 00] mesurable positive, et

o) = [ rin. (e )

Alors ¢ est une mesure sur A, et pour toute g € MT(A),

/ng¢>=/ngdu

Application : loi de probabilité a densité, loi de probabilité discréte.
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3.3 Notion de " presque partout"

Proposition 3.13 (Inégalité de Markov)
Soit f € M*(A) et a €]0,0[, alors

u(f > a) < /fdu

Definition 3.14 Un ensemble A C Xest dite u négligeable, si A € A et u(A) = 0.

Une propriété P relative & © € X a lieu presque partout (en abrégé p-p.p.) si l’ensemble des
x € X pour lesquels la propriété P n’est pas vraie est inclus dans un ensemble négligeable. On
dit aussi que P a lieu pour p presque tout x et on omet v s’il n’y a pas de confusion.

D’aprés la sigma sous additivité, une réunion dénombrable d’ensembles négligeables est négli-
geable.

Proposition 3.15 Soit f € M*(A). Alors [, fdu=0<= f =0 pp.

Corollaire 3.16 Soient f,g € MT(A). Si f =g p.p. alors [, fdu = [ gdu. La réciproque
est fausse.

Corollaire 3.17 Soit f € M*(A). Si [y fdu < oo, alors f < oo p.p.

3.4 Espace des fonctions intégrables

Definition 3.18 Une fonction f de X dans R ou C est dite ji intégrable, si elle est A mesurable
et vérifie [, |fldp < co.

Posons ft = sup(f,0) et f~ = —inf(f,0). Ona f = f*— f~ et |f| = ft + f~, et donc f est
intégrable si et s.s. f* et f~ le sont. De méme, si f est & valeurs dans C, f est intégrable si et
s.si Rf et Sf le sont.

Definition 3.19 Soit f une fonction p intégrable. On définit l’intégrale de f par rapport a p,
notée fX fdu de fagon swivante :

Si f est a valeurs dans R, on pose [y fdu= [ fTdu— [ f~dp.

Si f est a valeurs dans C, on pose [\ fdu= [ Rfdu+i [ Sfdp.

On observe que si deux fonctions mesurables sont égales u-p.p., pour que I'une soit intégrable il
faut et il suffit que I'autre le soit et elles ont le méme intégrale. D’autre part, si f: X — R est
1 intégrable, elle est finie presque partout. Elle est donc égale presque partout & une fonction
intégrable & valeurs dans R. Ainsi, pour ’étude de fonctions intégrables on peut se restreindre
a des fonctions a valeurs dans K = R ou C.
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Definition 3.20 On note Ll-(11) Uespace de fonctions p intégrables & valeurs dans K, ou
K=R,R ouC.

L (1) ={f: (X, A) = (K,B(K)), mesurable, /X |fldu < oo}

Théoréme 3.21 LL.(u) est un K espace vectoriel et lintégrale est une forme linéaire sur

Lic ().
Proposition 3.22 Si f,g dans Lx(p) et f < g p.p., Alors [ fdu < [ gdp.

Proposition 3.23 Si f € L1 (1), alors
[ sanl < [ 151
X

3.5 Integral de Riemann et de Lebesgue.

Lemme 3.24 Soit f : [a,b] — R, borelienne, bornée et Riemann intégrable. Alors elle est

Lebesgue intégrable, et
b
/ f(x)dx:/ fdA.
a [a,b]

Preuve Une fonction est Riemann intégrable sur [a, b] si les sommes supérieures et inférieures
de Darboux convergent vers la méme limite, quand la taille de la subdivision de [a, b] tends vers
0. Cela signifie en particulier que pour tout € > 0, il existe ¢1, ¢ étagées sur [a, b] telles que

¢ < f<
et

\/ab ¢1(z)dr — /ab po(x)dz| < €.

De plus, pour une fonction étagée l'intégrale de Lebesgue et de Riemann coincident. Par mo-
notonie de 'intégrale de Riemann on a :

/abasldxs/abfdxs/abqﬁgdx,

et par monotonie de I'intégrale de Lebesgue,

P1d\ < fdx < PadA.
[a,b] [a,b] [a,b]

Les extrémités des deux encadrement coincident, on en conclut que

| / e - /[ RO
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Puisque ¢ est abtitraire, les deux intégrales sont égales. °

Le lemme suivant explique le rapport de l'intégrale de Lebesgue avec intégrale de Riemann
généralisée :

Lemme 3.25 Soit f : [a,c[— [0, +o0o[ borélienne positive et Riemann intégrable sur tout inter-
valle compact [a,b] C [a,c[. Alors :

lim / b F(t)dt = / . FdA. (3.7)

b—c,b<c [

En particulier, f a lintégrale de Riemann généralisée convergente sur [a,c| si et seulement si

f[a f fd\ < oo, et dans tous les cas
/ F(t)dt = / Fdx.
@ [ac]

Preuve Soit une suite (b,), telle que Vn € N, a < b, < b,41 < ¢ et lim,,_,o b, = ¢. On pose
fn == f]-[a7bn]‘ On a

” f(t)dt = fdx = FudA.

a [a,bn] [a,c]
La suite des fonctions (f,,) vérifie les conditions du TCM et converge vers f. Donc
bn

lim [ ft)dt=lim [ fudh= [ fdX,

n—oo a n—o0 [a,c[ [a7c[

d’ou3.7 et le lemme. °

A partir de ces lemmes et le théoréme de convergence dominée (chapitre suivant), on montre que
toute fonction borélienne, localement Riemann intégrable et d’intégrale de Riemann absolument
convergente est Lebesgue intégrable et les deux intégrales sont égales.

Lemme 3.26 Soit f : [a,c[— R borélienne, Riemann intégrable et bornée sur tout intervalle
compact [a,b] C [a, | et telle que [7|f|dz < oo. Alors f € LY([a,c]) et

b
lim / = [ ga (3.9)

b—c,b<c

/ Crdt= [ fan
a la,c]
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4 Théorémes de convergence

4.1 Lemme de Fatou et théoréme de convergence monotone

Lemme 4.1 (lemme de Fatou)
Soit (f,) une suite de fonctions de M*(A), alors

n—0o0

/(liminf fo)dp < liminf/ fndp.
X n—o0 X

4.2 Théoréme de convergence dominée.

Théoréme 4.2 Soit (f,)nen une suite de fonctions A mesurables a valeurs dans R ou C. On
suppose qu’il existe une fonction g u -intégrable telle que

vn € N, |fu(z)| < g(z) pp.

et qu’il existe une fonction f mesurable , telle que

Alors f est u intégrable et

De plus

Remarque : l'existence de la fonction f mesurable est équivalente & l'existence de la limite
lim,, oo p-p-p-

Corollaire 4.3 Soit Y, u, une série de fonctions de L'(p) telles que

Z / |un|du < co.
neN v X
Alors la série ), .y uy est absolument convergente pi-p.p. vers une fonction u € LY(n) De plus

/ud,u — Z/und,u.

neN
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4.3 Intégrales dépendant d’un paramétre

Soit (E,d) un espace métrique, K = Rou C, g: E — K et us, € E. On rappelle la définition
séquentielle de la convergence et de la continuité :

1. limy, ., g(u) = [ si et seulement si, pour toute suite (u,),eny convergeant vers us, et
Uy 7 Uoo ON & limy, oo g(un) = g(1).

2. g est continue en u., si et s.si, pour toute suite (u,) convergeant vers s, et U, 7# Uy ON
a lim, 00 g(Un) = g(Uso)-

Soit un espace mesuré (X, A, p) et f: Ex X — K.

Théoréme 4.4 (Théoréme de continuité )
Soit us € E. On suppose

(i) pour tout u € E, x — f(u,x) est mesurable ;
(i) u— f(u,x) est continue en uy p(dz)-p.p.
(iii) il existe g € L ( ) telle que, pour tout w € E, |f(u,z)| < g(z) p(dx)-p.p

Alors la fonction F(u fX w(dx) est définie Yu € E et est continue en Uso.

Preuve Soit une suite (un)neN convergeant vers uoo et U, # Us. On pose f,(x) = f(u,, ) et
foo() = fluce, ). Alors F(uy) = [y fadp — F(us) = [y foodp par Papplication du TCD. e

Exemple 4.5 Soit f € L (\), K =R ou C. Alors F(u) = [,__, f(z)\(dz) est continue sur
R. ’

En effet, posons f(u,r) = f(2)lj—cc)(2) = f(2)1z 1oo(w). Pour tout u c’est mesurable en x
et pour tout T # us, c’est continue en u. Dominée par f.

Théoréme 4.6 (Théoréme de dérivation.)
Soit I une intervalle ouvert non vide de R, soit us, € 1. Si la fonction f(u,x) vérifie

(i) pour tout uw € I, f(u,.) € L (1),

(i) pu(dx)-p.p., 35(%0730) existe,

(1) il existe g € Ly, () telle que, pour tout uw € I, p(dzx)-p.p

|f(u T) = f(Uoo, )| < g(T) |1 — U],

Alors la fonction F(u fX p(dx) est définie en tout point u € I et et dérivable en uy

de dérivée
0
Fluw) = | S, 2)ulo).

Théoréme 4.7 (Théoréme de dérivation globale sur une intervalle ouvert)
Supposons que

(i) pour tout uw € I, f(u,.) € L (1),
(i1) u(dz)-p.p. uw— f(u,x) est dérivable sur tout lintervalle I,
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(111) p(dx)-p.p. pour tout u € I, g—z(u, x| < g(x) oug.€ Ly (1),

alors la fonction F(u) == [ f(u,x)u(dx) est définie et dérivable sur tout intervalle I, de dérivée

P(wi= [ fua)n(do)
X
est définie et dérivable sur tout intervalle I, de dérivée

_ [ &

(u, x)p(dz).

5 Mesure produit. Théoréme de Fubini.

5.1 Tribu produit

Soient (X, A) et (Y, B) deux espaces mesurables. On appelle rectangle mesurable tout élément

de X xY delaforme Ax B, A€ A, B € B. On appelle tribu produit de A et de B, la tribu
notée A ® B définie par

A9B:=c({Ax B, Ac A, BeB)).

C’est donc la plus petite tribu sur X x Y qui contient tous les rectangles mesurables.

Proposition 5.1 Soient 7x : X XY — X et my : X XY — Y les projections canoniques
définies respectivement par wx(x,y) = x et wy(x,y) = y. Alors la tribu produit est la plus petite
tribu sur X XY qui rend wx et my mesurables.

Proposition 5.2 Soit f : (Z,C) — (X x Y, A® B), f(2) = (fx(2), fr(2)). Alors f est
(C, A®B) mesurables si et seulement si fx et fy sont respectivement (C, A) et (C, B) mesurables.

Proposition 5.3 La tribu borélienne de R? coincide avec la tribu produit de la tribu borélienne
de R avec elle méme :

B(R?) = B(R) x B(R).

5.2 Sections

Soit C' € A® B. On définit les sections de C' par
Co={yeY, (z,y) €C}
CY={zreX, (z,y) € C}.

Proposition 5.4 Vx € X, C, e BetVyeY,CV € A.
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Preuve La proposition est vraie pour les rectangles. Considérer ensuite la collection des
éléments C' € A ® B, pour lesquels la proposition est vraie. Elle forment un tribu, contenant
les rectangles, donc elle contient A ® B. °

Corollaire 5.5 Soit f : (X x Y, A® B) — R,R, ou C, borélienne. Alors Yo € X, f.(y) :=
f(z,y) est B mesurable et Yy € Y, f¥(z) := f(z,y) est A mesurable.

5.3 Mesure produit.

Definition 5.6 Une mesure pn sur (X, .A) est dite o-finie, s’il existe une suite croissante (E,,)n
d’éléments de A vérifiant
X =U,E, e Vn u(E,) <oc.

Théoréme 5.7 Soient (X, A, u) et (Y,B,v) deux espaces mesurés o-finis. Alors
— Il existe une unique mesure m sur (X x Y, A® B) vérifiant

VA€ A VYBeB, m(AxB)=u(A) x ulB).

Cette mesure est o-finie. On la note par p ® v.

~ Pour tout C € A® B, m(C) = [, v(Cy)p(dz) = [, p(C¥)v(dy).

5.4 Théorémes de Fubini.

Il y a deux théorées de Fubini : I'un pour les fonctions positives et 'autre pour les fonctions
intégrables. Dans les applications on utilise le premier pour vérifier les hypothéses du second.

Théoréme 5.8 (Fubini-Tonelli) Soient f : (X x Y, A® B) — Ry une fonction mesurable,
et v deur mesures o-finies, respectivement sur (X, A) et (Y, B).

a) Les fonctions partout définies v — [ f(x,y)v(dy) ety =[x f(2,y)u(dz) sont respective-
ment A et B mesurables.

b) [y (@) dit @ (@)= fyrlfsf da))u(dy)= - (Jy (f (2, y)v(dy)u(dz). (Ces

égalités ont lieu dans R, .

Théoréme 5.9 (Fubini-Lebesque) On considére les espaces mesurés du théoréme précédent.
Soit f € L (n®v)(K =R ouC.) alors

a) p(dx) —p.p. y — f(x,y) € Llg(v),
v(dx) — pp.  — f(z,y) € Li ().
b)w = [y f(@,y)v(dy) € L (), et y — IX ,y)u(dzr) € Ly (v),
¢) [xxy f(z y)du®v z,y) = [y ([ f( )V(dy) = [ ([, (f (@, y)v(dy))p(dz).
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