ENSIIE 2A
28me gemestre Calcul stochastique

Intégrale d’Ito

Soit (Bt);>o un mouvement Brownien standard de filtration associée F = (F3) -

Exercice 1. Processus d’Ito
Montrer que les processus suivants sont des processus d’It6. On précisera leurs drifts, leurs coeflicients
de diffusion et si ce sont des martingales.

a) Bf b) (K —By)*H)"*

¢) ezsin(B) d) (B +t)e Bra.

Exercice 2. Formule d’Ito

a) On admet que le systéme suivant admet une solution :

i = y“‘fongst

{ X, = z+ [lY,dB,
Quel est le processus X2 +Y?2?
b) On suppose que X est un processus d’It6 de drift a(K; — X;), que X; = f(K;) et que K; =
bt + o B; ou a;b; o sont des constantes. Quelle est la forme de f7?
¢) Soit Z le processus défini par

Ly =

Montrer que Z est une martingale et calculer son espérance. Montrer qu’il existe ¢ tel que
t 1 t 5
Zy = exp </ ngSdBS—2/ d)sds).
0 0

Exercice 3. Fonctions d’échelle
Soit X un processus d’'It6. On dit que s est une fonction d’échelle de X si s(X) est une martingale.
Trouver une fonction d’échelle des processus suivants

t t
X, =Bi+uvt, Y, =Bt Zt:z—i—/ b(Zs)der/ 0(Zs) dBs.
0 0

Montrer qu'il existe un processus croissant A; tel que s(Z;) = W4, ot W est un mouvement Brownien.

Exercice 4. Brownien géométrique )
Soit S solution de d% = Sy (bdt + odBy) . On notera S; = e 0tg,.
a) Montrer que S est une martingale. En déduire E[S; | Fs] pour tout (¢,s) € Rt x R*.

b) Montrer que S; = Spexp ((b — %2)t + O'Bt>. En déduire que S est un processus markovien.



¢) Soit # un processus F-adapté, continu de L%(Q x RT). On pose Y; = S;L; o1 L est solution de
dL; = —L0:dBy. Calculer dY;.

d) Soit X solution de dX; = —X; (rdt + 6;dB;) . Montrer que X; = e~ "'L; et calculer X{l

e) A quelle condition sur §, XY est-il une martingale ?

Exercice 5. Modeéle de Cox-Ingersoll-Ross (CIR)
On rapelle que le modele de taux de Vasicek est le suivant : pour ¢t > 0, on pose 1, = 19 + f(f a(b —
rs) ds + o By, avec a, b, rg, 0 € R.

a) Montrer que P(r; < 0) >0

b) On suppose dorénavant que r suit un modele CIR :

dry = a(b—r¢) dt + o+/r¢Bs.

Calculer 74, en déduire que r est Markovien et donner la loi de r; conditionnellement a r, avec
s < t.

c¢) Vérifier que P(r; < 0) = 0. Calculer le prix, a la date t > 0, d’un zéro-coupon de maturité 7" et
de taux r.



