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Introduction

1. Représentation des prix
Comment définir un processus stochastique ?

2. Valorisation et couverture d’actif
(¢1) processus de portefeuille
Hp actif contingent, variable aléatoire positive.
¢ autofinancé :
Vi = ¢St
Vivar — Vi = ¢i(Sttar — St)
Vi = Vo + [ ¢.dS,
Vo=Vo+(¢:5n
Il faut définir la notion d’"intégrale stochastique", c’est & dire fot ¢sdSs.
Si Hr est simulable, Hy = Vj + fOT ¢odSs. Il faut introduire du calcul
différentiel stochastique : "¢y = %—IS{" Lemme d’Tto.
Le prix de l'option sur Hr est :

~ T ~
E lHT —/ @OdSS]
0

E[Hr] - E l/oT ©sdS,

Vo

1l faut trouver une probabilité sous laquelle fOT ©4dS, sont des martingales
(Théoréme de Girsanov)



Chapitre 1

Processus stochastiques

Soit (2, P, F) un espace de probabilité

1.1 Généralités

Définition 1
(Xt)ier+ est un processus stochastique si et seulement si X; est une variable
aléatoire.

Remarque Si X est un processus stochastique,

X : Q0 X(w) : Rt — RY
X : Q> FR',RY)
w = X(w) : RY — R4
t HXt(W)

A un événement w, le processus associe une fonction de RT.

Définition 2
On dit que X est continu (respectivement monotone, cadlag, caglad) si pour tout
w, la fonction X (w) est continue (respectivement monotone, cadlag, caglad).

Définition 3
Une filtration est une famille de tribus (F;)i>o indexée par RT telle que :

Fi C F ¥Vt < s

Soit X un procesus, la filtration naturelle de X est la filtration engendrée
par le processus X :

FX = o(X,:s<t)
= la plus petite tribu engendrée par X;'(A) VA € B(RY), s<t
La filtration est dite compléte si et seulement si Fy contient tous les en-

sembles de probabilité nulle.
La filtration est dite continue si et seulement si F; = (1,5, Fs
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Définition 4
X est F-adapté si et seulement si pour tout t, X, est F;-mesurable. (Si l'on
dispose de linformation F;, on connait la valeur de X;)

Si X est continu & gauche, alors on sait qu’il est prévisible.

Définition 5
- X etY sont égaux presque strement si Vt, X; = Y;
- X =Y enloi Sivn; vtl < <tn; (tha"’ 7th) é (Y;w"' 7Y; )

n

(X £ Yy Xige £ Yitre. A w fixé, les propriétés de t — X; n’ont rien a voir
avec celles de t — Y;)

1.2 Martingales

Soit F une filtration.

1.2.1 Définition

Définition 6

Un processus M est une martingale si et seulement st
i) M est F-adapté

i) Vt, M est intégrable : E[M;] < +o0

i1) Vs < t, E[My | Fs] = M

Si My € R, on peut définir les notions de sous et sur-martingales.

Remarque
i) Si M est une martingale, on a : E[M;] = E[M)].
ii) Soit X une variable aléatoire intégrable. My = E[X | F;] est une martingale.
iii) Soit X un processus 4 accroissements indépendants (Vt1 < to < t3, X¢; —
X, DX, — X, ) et F-adapté. M, = X, — E[X,] est une martingale.
M est F-adapté et intégrable

E[M; | Fs] = EX; | Fs] - E[X/]
= M,- X, +E[Xs} + E[Xt ‘ ]:s] - E[Xt]
= M5+E[Xt_Xs|fs]_E[Xt_Xs]
= MsJFE[Xt *Xs} *]E[Xt *Xs]
= M

1.2.2 Martingales de carré intégrable
Définition 7 Une martingale M est de carré intégrable si E[M?] < +oo V¢
Propriété

i) Si M e L2, E[(M, — M,)? | )] = E[M2 — M2 | F] V¥s<t

ii) Si M € L?, ses accroissements sont orthogonaux.
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Preuve
i)
E[(M, — M,)? | 7)) = E[M?|F)—2E[M,M, | F)] +E[M? | F)
= E[M? | FJ] - M

ii) Soient ¢; < t3 < t3, montrons que E[(M, — My,)(M, — My,)] =0:
E[(MtB - Mtz)(Mtz - Mtl )] = E[E[Mtz - Mtz | ]:1‘/2] X<Mt2 - Mt1)]

=0 car M martingale

Notation On notera M?([0,T]) l’ensemble des martingales continues de carré
intégrable.

Propriété Inégalité de Doob

Soit M € M2([0,T)), E [ sup (Mt)Q} < A4E [|Mr|?]
0<t<T

Preuve Utiliser (Mﬁ)
N/ Ke[o,N]

Exemple 1 Soit M € M?([0,T]) définie par M; = fot Ppsds.
E[M;] = E[My]=0

B = E ( A %dsﬂ

n—1 et 2

= E

([ o)

| \k=0""

I n—1 2
= E < M(k+1)tht>

i k:O n v

[n—1 2
= E (M(k+1)t Mm)] (orthogonalité des accroissements)

Lk=0 " ’

[ (k+1)t 2
= E

([, )

k=0 \” W

or(f < b—a) [ 1

Preuwve (3, b_—“f(ack))2 < o S (f(x))? convexité du carré

n n

(k+1)t

n

"t
> - / <p§d8]
ko v JEE

" ¢
—E [/ gp?ds] — 0 pour n = +o0
n 0

E[M?] < E

N

donc E[M?) =0 et M; =0 ps.
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1.2.3 Martingales et temps d’arrét

Définition 8 Un temps d’arrét est une variable aléatoire T a valeurs dans Rt
telle que {T <t} € F; Vt € R*. On note F; la tribu des événements antérieurs
aT.Fr=c({ACQAN{r <t} e F Vit})
Propriété

1. 7 est F.-mesurable

2. T et v 2 temps d’arrét; 7 A v est un temps d’arrét

3. 7<valorsF, CF,

4. Si X un processus F-adapté et continu a gauche, alors X, est F.-mesurable

Définition 9 Un processus X est uniformément intégrable si

I E[| X1
i (supB[lX[1x, >a]) < +00

Remarque S’il existe Y intégrable tel que Vt, Xy <Y p.s., alors X est uni-
formément intégrable et continu.

Théoréme 1.2.1 Théoreme d’arrét de Doob (Optional sampling theorem)
Si M est une martingale, uniformément intégrable, alors pour tout v < 7 , deux
t.a.,

E[M.|F,| = M,

Si M n’est pas uniformément intégrable, mais que v < 7 < K (ou K est une
constante), le résultat reste vrai.

Conséquence Soit M un processus F-adapté, continu, intégrable, M est une
martingale ssi E[M,] = E[M,] V7 t.a.

Remarque  SiE[M;] = E[My] Vt, M n’est pas nécessairement une martin-

gale.

C.E. Soit M une martingale continue intégrable, My = 0. Soit X tel que
t

Xt = fO Mudu

o t
Soitt >0 E[X,] & / E[M,]du
0
0 (car M, = My =0)

Xo
t s
Soitt >s E[X:Fs] = E /Mudu—l—/ M, du | Fs
s 0
Fs—mes

t
X, +E [/ Mudu|]—'s]

t
Xer/ E[M,|Fs]du

= X+ (t—s)M,
—_————
£0



CHAPITRE 1. PROCESSUS STOCHASTIQUES 7

Définition 10 Un processus M est une martingale locale s’il existe une suite
de temps d’arréts (7,)nen tendant vers +oo telle que (Miar, )ier+ Soient des
martingales.

Propriété
i) Une martingale locale positive (& valeur dans R) est une sur-martingale.

ii) Une martingale locale, uniformément intégrable, est une martingale.

1.3 Processus de Markov

Définition 11 Un processus de Markov est un processus dont le futur ne dépend
que de sa valeur présente.
Soit X un procesus. Il est markovien si :

Yty <o <ty F bornée, E[F (Xopty,  , Xowt, )| Fa ] = E[F (Xostr,++ , Xogen ) |o(Xs)]

Propriété de Markov forte. On dit que X vérifie la propriété de Markov forte
ssi Vv < 7 t.a., f bornée : E[f(X,)|FX] = E[f(X,)|X,]

Rappel

Vo = E[f(Sn)|Fa]
E[f(Sn)|Sy]
= o(n,Sy)

Propriété Soit X uniformément intégrable, un processus a accroissements in-
dépendants, X vérifie la propriété de Markov forte.

Idée de démonstration Soient v < 7

E[f(X-)|F)] E[f(X, — X, + X, |F¥]

¥(X,) car X, — X, indépendant de FX

ou ¥(z) = E[f (X, — X, + z)]

1.4 Processus de Poisson

C’est un processus qui donne la répartition dans le temps d’événements
spécifiques.

Exemples 1
Files d’attentes : Ny = le nombre de clients arrivés au guichet d’une banque,
a un serveur, a un péage, ... entre 0 et t.

Radioactivité : N; le nombre d’atomes dégradés entre O et t.

Fiabilité : N; le nombre de pannes entre O et t.

Paris sportifs : Ny le nombre de buts marqués entre 0 et t.

Finance : Ny le nombre de "sauts" (=dégradation de notes, ...) entre 0 et
t dans la trajectoire d’un actif; ouw Ny le nombre d’ordres re¢us par un
trader entre O et t.
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Définition 12 Un processus de poisson est un processus N tel que :

+oo —+oo
Ne = <ty = D HSmsi<n)
n=1 n=1

ot 6; = T; — Ti—1 sont i.i.d. ~E(N) (10 =0)
Rappel X suit £()\) si sa densité est : f(z) = Ae *1p+ ()

Propriété Absence de mémoire

Si X ~EN),P(X >t+s|X 2t)=P(X >s)

Preuve
PX>t+s5X2>t) P(X>t+s)
= P(X >t X>t)= =
b ( + 3l ) P(X > 1) P(X > 1)
+oo —Az — 5
Ae " Mdx A(t+s)
_ t+s — e — e—>\s _ P(X > S)

f:w e edg et

Propriété Somme de variables exponentielles i.i.d.
Soient X1y, , X, v.a. i.id. ~E(N). S, = >, X;, alors S, ~ T'(n, A). Cest &
dire de densité f(z) = _A”%lw (z)

Rappel Pour montrer ’égalité en loi, il faut montrer une des égalités suivantes :
— Fonction de répartition : F(z) = P(X < z)
— Fonction caractéristique : 1 (u) = E[e?*X]
— Fonction génératrice (transformée de Laplace) : G(u) = E[e*X]

En pratique la premiére est plus dure & montrer.

Preuve Calculons la transformée de Laplace de S,

Gu) = [e"s” pour u < A
= E Heuxll
1=1
= IE [e“Xl car les X; sont i.i.d.

+ n

(/ )\e("_)‘)‘”dx>

0
uU— A
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Calculons la transformée de Laplace de I'(n, A) :

Gr(u)

)\ n—1
/ elu=N= x dr pour 0 <u <A
R+

(n—1)!

In
/ Angpn—1 p e(uf)\)x
™ n—2
= — / elu=Nz_L dx
u — )\ R+ (n — 2)'

A
= — I—
uU— A !

()

Caractérisation du processus de Poisson.
(N) est un processus de Poisson de paramétre A ssi

i) No=0

ii) Les accroissements sont indépendants et stationnaires :

Ny — N, O FN

Loi

Vt,s =20
Nt+s_Nt = N,—Ng

iii) N est une v.a. ~ P(A) ie ¥n € N, P(N, =n) = %e‘“

Preuve (=) Soit N un processus de Poisson.
1) OI’I a NO = Z?ﬁ 1{7_k<0} =0

i) Si P(Nyys — Ny = K,N, = n) = P(Nyys — N; = K) - P(N, = n) alors
Nits — N IIN,

P(Niys =Ny =K,Ny=n) = P(Nyys=K+n,N,=n)
K+n K+4n+1 n n+l
1=1 1=1 1=1 =1

= E[f((sla to 76K+n+1)]

K 1 A KA+l
= / AL =A™ @ g o @1 )Ty TRt
(R+)K+n

J
= .- changement de variable y; = in
=1

= P(Nys— Ny =K)-P(Ny =n)
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iii)

Soit n € N P(N, = n)

Tn < tet T > 1)
<t) = P(To41 <)

t n t n+1
/ e*’\””)\imnfldx — / e AT A z"dx
)

- (IPP
e—/\t ()\t)n
n!

(<) Soit N un processus vérifiant ) i) et 4i7). On pose 7, = inf{s > 0| Ny, = n}.

Montrons que 7, ~ I'(n, A)

|
=

= P
= P
= P
= P

On pose F(t) =P(ry > t) = F(t+s) = F(t) - F(s)
On peut montrer que 'unique fonction solution est ’exponentielle, donc
le premier (71) suit bien une loi exponentielle.

— Montrons que 7,41 — T ~ E(A)

Tat1 = inf{s
= inf{s
= inf{¢

Tny Ns — N, =1} onposes=r1,+t
0, Nrp+t — Ny = 1} + Tn

Posons Ny = N;, .+ — N,,. N, vérifie les propriétés i), i) et iii) et est
indépendant de ]-'T]YL (conséquence de la propriété de Markov), donc

Toy1 = inf{t >0, N; = 1} 47,

de loi exponentielle

Remarque Un processus de Poisson est Markovien (au sens fort).

Propriété Soit N un processus de Poisson de paramétre A. (N; — At);>¢ est
une martingale appelée Poisson compensé.

Preuve

E[Ni+s — At + )| ]

= E[Nys— Ne+ N |FN]= At +5)
SN—— ~~
1F, F-mes
= Ni— M+ E[Ns—NJ— )\,

E[Ns]—As=0 car Ng~P(As)
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Définition 13 N est dit processus de Poisson in-homogéne si :
i) No=0
ii) les accroissements sont indépendants
iii) Ny~ P ( f Asdls)
(permet de modéliser des processus qui dépendent du temps : traffic routier, ...)
Définition 14 Un processus de Poisson est dit composé s’il existe (Y;)ien+ i.i.d.

et indépendant des (6;) tel que : Ny = Zj:f Yilir, <t}
(permet de modéliser une hauteur de marché aléatoire : coit d’un accident, ...)

1.5 Processus gaussiens

Une variable aléatoire est dite gaussienne, X ~ N(m,o?), si elle admet
comme fonction de densité :

f(x) _ 1 e_%(z;m,)Z

oV2r

m =E[X] et 02 =E(X —m)?

2_2
Transformé de Laplace : E[e!X] = efm+ 5~

to— (z—m)?

Preuve E[e'*] = f € >

R oV2rw

Rappel Théoréme Central Limite (TCL)
Soit (X;)ien de v.a. i.i.d. avec E[X ] = m et Var(X;) = o2, alors :

(X; —m) 224 N(0,02)

dx puis changement de variable.

1 N
Wi >im1

Définition 15 (X7,---,X,,) est un vecteur gaussien siVay, -+ ,a, € R, 3" a;X;
est une gaussienne.

Remarque Un vecteur gaussien admet deux paramétres :
E[X1]
— Le vecteur espérance : m = :
E[X.,]
— La matrice de covariance C' = (Cov(X;, X;))1<i<i<n- C est symétrigue,
positive (Y*CY > 0) (ie C est diagonalisable a valeurs propres ou nulles)

Propriété Soit X un vecteur gaussien.

i) Si C est inversible (définie positive), alors le vecteur X admet une densité :

1 1
Vo € R™, )= ——e¢€ ——(z—m)tC Y (z—m
) = o | e =)' e m)

il) X;IX; ssi Cov(X;, X;) = 0 (ici la réciproque est vraie car X; coordonnées
d’un vecteur gaussien)
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iii) II existe c; ; € R tel que (X; — ;- X;) I X, (Il existe A € M, tel que AX
soit & coordonnées indépendantes)

iv) Si YII Z, Y et Z gaussiennes, alors (Y, Z) est un vecteur gaussien. La
réciproque est fausse.

Preuve
ii) (=) vrai pour toutes les v.a.! Cov(X,Y) =E[XY]| - E[X]E[Y] =0
. A 2
(<) Soit X = (X;, X;) est un vecteur gaussien. C' = (%Z ;)2).
J
ler cas : 07 =0 (ou o7 = 0)
X, est déterministe : X;(w) =m; Vw donc X; I X;.
2¢me cas : 07 - 05 # 0
. . 1 1(x; —m)? 1 (z; —m)?
La densité de X : f(z;,z;) = mexp (—2 e ! 77

= g(xi) - h(zy)
donc X; IT X;.
iii) On remarque Vo € R, (X; — aX;, X;) est gaussien. On cherche « tel que
Cov(X; —aX;, X;) =0 cest a dire Cov(X;, X;) —aVar(X;) =0.
Cov(X;, X;)
Var(X;)
iv) Soit X,Y indépendants gaussiennes. Soit (a,b) € R? montrons que aX +
bY ~ N.
Sa transformée de Laplace est :

Glt) = E[et(aXerY)]
— E[emx]~E[eth]

Si X est déterministe, a quelconque, sinon o =

1 1
= exp(t'amx+2t2xa2o0§(+tobmy+2t2xb2~032,>

1
= exp (t(amx +bmy) + §t2(a2 0%+ b a%))

donc aX +bY ~ N ((amX + bmy),a’0% + b20'%/)

Contre-exemple : L’indépendance est nécessaire. Soit X une v.a. gaussienne.

Soit e v.a. de Bernoulli dans {—1,1} indépendante de X, de parameétre % On
pose Y =¢eX.

E[etY] _ E[etsX}

= E[etxl{szl}] + ]E[e_txl{sz_l}]
1

= 5 [E[etx] + E[e*tx]]

_ 1 (emtJr 28 | mmit t22"2>
2

Donc Y ~ N(0,0?). Posons Z = X +Y
E[etT] — E[et(1+s)X]

= %(]E[EM] +1)=>ZAN
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Propriété Soit (X,Y) un vecteur gaussien, la loi de X conditionnellement &
Y est une gaussienne d’espérance conditionnelle linéaire en Y et de variance
conditionnelle constante. (E[X|Y] = aY + b).

Définition 16 X est un processus gaussien si Vn € N* Vt; < --- <t, € RT le
vecteur (X, , Xy, ) est gaussien.

1.6 Mouvement brownien

1828 : R. Brownien (un botaniste) observe le mouvement de particules de pol-
len dans l’eau.

1877 : Delseaux les explique par des chocs entre pollen et molécules d’eau.

1900 : L. Bachelier dans sa thése Théorie de la spéculation, modélise les cours
d’actifs par ce type de mouvements. Il en montre la markovianité.

1905 : Einstein donne une définition "rigoureuse" du mouvement :
On note X; la position de la particule de pollen & I'instant t.

i) t — X, est continue
ii) accroissements indépendants
iii) accroissements stationnaires

Calcul de sa probabilité de transition
q(s,2,y) = P(Xo4s € [y,y + dy]| Xy = 2)
en reliant & ’équation de la chaleur la fonction :

f(s,2) = E[g(Xt4s)| Xt = 7]

of _19%f
f est solution de ot T 2922
f0,2) = g(x)

Lien entre probabilité et les EDP.
1923 : N. Wiener donne la définition du Brownien, la propriété et 'existence.
1942 : K. It6 définition de 'intégrale, calcul d’Ito.
1973 : Black & Scholes

2006 : Wendelin Werner : médaille Fields, a travaillé sur le mouvement brow-
nien dans un plan.

1.6.1 Définition

Définition 17 Un processus B est un mouvement brownien généralisé s’il vé-
rifie les conditions suivantes :
1. B est un processus continu

2. B est a accroissements indépendants : ¥t,s (B, — B;) 1 FP

. . . . L
3. B est a accroissements stationnaires : Byys — By = By — By

Théoréme 1.6.1 Si B est un mouvement brownien généralisé, By — By ~

N (mt,o%t)
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Preuve
n—1 . kt
By — By = ZBthrliBtk ou ty = —
k=0 "
n—1
£ > X, Xpiid deloi By — By
k=0
n—1 1
SN XY xEB st -y
n \/ﬁ
k=0
1 n—1
= —Y Y ot Yy £ By — By
n

lére étape : Montrons que Vi € R*,  E[B;] = tE[B]
Soit n € N*, E[Bn; — Bo] = E [X-"_, Bis — B(s_1y:] = nE[B; — By).
On a donc E[B,;] = nE[By].
Soit (p, q) € N x N*, pE[B,] = E[By] = E[B,2,] = ¢E[Bz].
V?" S Q+, E[Brt] = T]E[Bt]
Soit s € RT, il existe (7, )nen € (QT)Y telle que lim 7, = s.
n—-+o0o

]E[BS] = E[Brn] + ]E[Bs - Brn]
= Tn]E[Bl] —|—IE[BS — B, ]
—— ————

n

—_— S]E[Bl] — 0
n—+oo n—-+oco

2¢me étape : Var(B; — By) = ot

n—1
Soit n e N Var(Bn —By) = Var <Z Bet1y — Bkt>
k=0
n—1
= Z Var(B(p11yt — Brt) car accroissements indépendants
k=0

= nVar(B; — By)

Soit (p,q) e Nx N* pVar(B; — By) = Var(By — Bo)
= Var(qugt — By)
= anr(Bgt — By)

Soit t € RT et soit (r,,) € QY telle que r,, — ¢, 7 < t, alors :

Var(Bt — B()) = Var(Bt — Br" + Br" — Bo>
= Var(By— By,)+r,Var(B; — By)
> o’ pour n — 400

Soit r, = t, Var(B; — By) Var(B,, — By)

<
2
< Tpo
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A-t-on ¢t — Var(B, — By) est croissante 7

Pour k >0 Var(Byr —By) = E[Bir — Bo— (m(t + k) — E[By]]?
Var(Biyr — Bt + Bt — By)
Var(Biyr — Bt) + Var(B: — By)

> Var(B: — By)

3éme étape : By ~ N (mt,o?t) (Transformée de Laplace)

Lz) = E [ex(B‘_BO)}
n—1 kt
= [E lexp ((E Z Btk+1 — Btk> ol tk = ;
k=0
n—1
= E [exp (#(Bt,,, — Bt,))] accroissements indépendants
k=0

— (E[exp (B, - BO))]Y

2 1 n
E [l-i-x(BZ —B())'F%(B% —BO)2+O (n)]
< t  x20?t <1>)"

= 14+axm—+ — 4ol —

n 2 n n

2202\ 1 1
= exp|nln(14+ (xzmt+ — 4ol —
2 n n

K o(1)]

= exp [xmt +

On reconnait la transformé de Laplace de N (mt, o°t)

Définition 18 B est un mouvement brownien standard si c¢’est un mouvement
généralisé tel que :

By =0 p.s. , m=E[B]=0, et o?=Var(B)=1
(gaussienne centrée réduite)

Autrement dit :
B est un brownien standard si :

i) Bo =0 p.s. et t — Bi(w) est ps-continue.
ii) B est a4 accroissements indépendants.
iii) B est a accroissements stationnaires tel que By ~ N(0,t)

Remarque Si B est un brownien standard, alors Wy = Wy +mt+ o B, est un
brownien généralisé et mt est appelé dérive (drift).

Probléme :

Calculer E[f(Br)]

|/ (nzr)

E [f <; I Buduﬂ
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Simulation d’un mouvement brownien = Monte Carlo.

Rappel
n—1
Bt - Z Btk+1 - Btk
k=0
N .. . t
= ZXk ol X}, i.i.d., de loi N <O, )
n
Soient X7, ---, X, variables aléatoires i.i.d. de Bernouilli :

P(X, =1) =P(X; = —1) = 1. Onnote S, = >__, X} marche aléatoire. Par le
TCL, %Sn — N(0,1) = B;. On pose U = ﬁsk. On remarque que (U« )re[o,n]
est & accroissements indépendants et stationnaires. ’
Ui — U% = ﬁXIH—l indépendant de Fj, et de loi X—\/E

n

Un(t) = 25O 4, (t _K (t)> (UK“)“ _ UK(”) ot K(£) = |nt]

n n n

On peut montrer que :
L
Vp € NVt -+ t, €10,1], (Un(tr), -+ ,Upn(tp)) — (B, , By,)

Exercice U,(t) £, B, (Calculer la transformée de Laplace de U, (t) et faire
tendre n vers 400)

Remarque (Wiener 1923)

n

V8 X sin(nt)

0l gn, i.0.d. N(0,1).

1.6.2 Mouvement brownien et processus gaussiens

Caractérisation Un processus B est brownien si et seulement si :

(i) Bop=0
(i14) B est un processus gaussien
(ii1) B est centré, Vt,s, Cov(Bi,Bs) =tAs

Preuve (=) Soit B un mouvement brownien.
Soient n e N, tg =0<t; <--- <t, €[0,+<] et ay, - ,a, € R.
On veut montrer que Y ., a; B, est une gaussienne.

doaiy By =By, = > (> a| (B, —By,.,)
1 \i=j

i=1  j=1 j=

est une gaussienne car les By, — B;,_, sont des gaussiennes indépendantes.
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Montrons (iii)
E[B;] = 0 (d’apreés ce qui précéde). Soit s < ¢,
Cov(Bt, Bs) = E[Bt, B
E[(Bt - BS)BS] + E[B?]
E[B; — BsJE[Bs] + s

- S

(«=) Soit B un processus gaussien centré de covariance Cov(By, Bs) =t A s et
tel que By = 0 ps.

Stationnarité : Soit s < t. By — B, est une gaussienne centrée de variance :
Var(B;— B,) = E(B;— B,)?
= Var(B:) + Var(Bs) — 2Cov(By, By)
= t+s—2s
= t—s

Bt_Bs NN(OJ‘;—S)NBt,S—BO

Indépendance : Soit u < s < t. Montrons que B; — By est indépendant de

B,.
(Bu, B; — Bs) est un vecteur gaussien,
Cov(By, Bt — Bs) = Cov(By, B:) — Cov(By, Bs)
= u—u (caru < setu<t)
=0

donc By — Bs I o(By;u < s)
Continuité : Var(B; — By) =t —s = E(B;, — B> <t—s
Le théoréme de Kolmogorov implique que B est continu.

Corollaire Soit B un brownien.
1. Bt = — B, est un brownien
2. By = cB_ est un brownien (scaling)

3. Bt = tB% est un brownien

Preuve
1. - By=-By=0 p.s. car B est un brownien.
— Montrons que >, a;B; est une gaussienne :
Yo a;By=—3Y"_ a;B; est une gaussienne car B est un brownien.
- E[B;] = —E[B;] = 0 car B est centré.
— Soit s < ¢,
Cov(By, B;) = Cov(—By,—By)
= Cov(By, By)
= SsAt

S
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2. — By =cBy =0 p.s. car B est un brownien.
— Montrons que )", a;B; est une gaussienne :
>oi1aiBy =37 a; Bt est une gaussienne car B est un brownien.

— E[B] = cE[B.] =0 car B est centré.

.
o2

— Soit s < t,
Cov(Bs,By) = 02000(36%,30%)
oz
ey C%
s

3. — On pose queBo =0 ps
— Montrons que Y . | a;B; est une gaussienne :
2?21 aiBt = Z?:l aitiB% est une gaussienne car B est un brownien.
- E[B] = E[tB1] =0 car B est centré.
— Soit s < t,
Cov(B,, By) = Cov(sB1,tB1)
= stCov(B1,B1)

(%)
= st|-AN-—
s t

1
= st X —
t

S

1.6.3 Mouvement brownien et martingales

Propriété Soit B un brownien
i) B est une martingale

ii) (B? —t);>0 est une martingale

)\2
iii) VA € R, <exp ()\Bt — t)) est une martingale
>0

2
Preuve

1. Intégrabilité : E[|B|] < 400 car B suit une loi gaussienne
Propriété martingale : Soit s < ¢

E[B|Fs] = E[B: — Bs + Bs|Fs]

E[B; — Bs|Fs] + E[B,|F]
[B: — Bs] + B

[B:—s — Bo] + Bs

B,

I
=
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2. Intégrabilité :

E[|Bf —t]] < E[B}[]+E[|t]
< Var(B) +t
< 2t
< +0oo
Propriété martingale : Soit s < ¢
E[B} —t|F;] = E[(B:— Bs+ Bs)* — t|Fs

E[(Bi — By)?|Fs] + E[BI|F.] + 2B[B.(B, — B,)|F] — t
E[(Bf - Bs)2] + B? + 2BSIE[Bt - Bs] —t

t—s+ B2 —t

= B?—5

3. Propriété martingale : Soit s < ¢

E [exp ()\(Bt — By + B,) — A;t) Ifs] = exp (_A;t) Elep((B: = Be + Bu))I 7
— e (—>\22t) E [exp(ABy) exp(A(B, — By))|F]
. (_ft) - exp(ABL)E [exp(A(B, — B,))
— exp (—/\2275) - exp(ABy) exp (Azt 5 8)
— exp (/\Bs - A;S)

Caractérisation : (P. Levy)
Soit, X un processus continu, issu de 0 (Xo = 0 presque str). Alors les assertions
suivantes sont, équivalentes :

1. X est un mouvement brownien

2. X et (X? — t)i>0 sont des martingales

2
3. VA ER, (exp ()\Xt — )\t>) est une martingale
2 >0
Preuve
- (2) = (1) admis
- (1) = (2) déja vu
- (1) = (3) déja vu
- (3) = (1). On suppose (3).
Montrons que X; — X II F est de loi N(0,t — s)
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Elexp(M(X; — X)) Fs] = e MeE[eM|F]
— e—)\Xs-‘r% -E |:e/\Xt—%|]_‘S:|
ef)\Xs+*72t _eAXf%

2

e%(tfs)

N——
IIFs

Donc X; — X, I Fy et Xy — X, ~ N(0,t — s)

1.6.4 Propriété de Markov

Théoréme 1.6.2 Soit B un brownien. Alors B vérifie la propriété de Markov
forte :

V1 temps d’arrét, Vf bornée, E[f (B, )| F2] = E[f(Bi++)|B-]

En particulier, Wy = By, — B, est un brownien indépendant de F.

Preuve Soit (s,t) € RT,

E[f(Bis)|Fs] = E[f(Biys — Bs + Bs)|F]
= (¢, By)
= E[f(Bi+s)|Bs]

on W(t,) = B[f(Brs — By + )] = ﬁ /R fy+ e dy

1.6.5 Temps d’atteinte

Définition 19 Soit a € R. On pose : T, = inf{s > 0, B, = a}
T, est appelé le temps d’atteinte de a par B. (Il eziste toujours car le processus
est continu,).

Propriété : Loi de T,

i) T, est un temps d’arrét
ii) Vo € RT, Ele *Ta] = e~ 1alV2 ot P(T, < +00) = 1 et E[T,] = 400

iii) La densité de Ty, est : f(t) = i exp (—%i) a0y

V2mt3

Preuve i) Soit a > 0.

{Ta <t}

{Susz>a}

s<t

= {Ve>0,3s€[0,t], Bs>a—¢c}

= {Ve€cQ™,3s€[0,{)NQ, Bs>a—c¢}

m U {Bs >a—¢€} € F
—_————

ceQt* s€[0,t]NQ

Fir—mes
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ii) Calcul de la transformée de Laplace
On sait que : & = exp(yB; — %) est une martingale.
2 ? 2
(Elexp(yBr, — 5 T.)] £ exp(yBo — % x 0) =1)
Soit 7 =T, At (temps d’arrét).
2
D’aprés le théoréeme d’arrét de Doob : E[e¥B-—%7] =1
y2
1=E [eyBTiTTl{T <+4oo} T ng{Ta=+OO}:|

Z
tllinooE [eyB B L, <+°O}}

Par convergence dominée (eyB s < eya> :

2 2
yBr, —*%5Ta — pya 5 Ta
dim E[Er 1z, <+oo}] [6 L, <+oo}] e E[ 1{Ta<+oo}}

1 =eYeE [ 1{T <+OO}:| + hm E[g 1{T _+oo}]

0< 115{1 El&: 117,400} < e?°E[ lim (e_ T T —to0})] <O

t—+o00

2
On a donc montré que : Vy > 0, 1 = e¥“E [e’yTTal{Ta<+oo}}
Pour y - 0, 1 = P(T, < +o0), donc : 1 = eya]E[exp(—%Ta]
—aVv2x

On pose : x = ;, Ele=*Ta] = ¢

iii) Rq : Si X v.a. adensite f, F(A) = E[e™*¥] = [, e f(x)
Transformée de Laplace inverse :
f(x) = [pel@t®TF(a 4+ iB)dB avec a tel que l'intégrale existe.

Définition 20 Soit X défini par :

 — B, t< T,
7Y 2a—B; sit>T,

X est brownien réfléchi en a.
Propriété X est un mouvement brownien

Preuve X est continu car B ’est.
Montrons que X et (X7 — t):>0 sont des martingales. Soit s < ¢

E[X:|F] = E[X¢|Fsll(r, <o) + E[Xe|Fs]l(r, >0
E[(2a — By)|Fallqr,<s} + E[Xe 1, <y + Xelgr, sy [ Fsl (1> 5}
2a — Bs)1ir,<sy T El(2a — Bi) {1, <ty + Bilyr, sy | Fsl {1, >}

2a — Bs)1ir,<sy + E[(2a — Br, ) 1{r. <ty + Bilyr,>e3 | Fsllir, >}
(20 — Bs)lqr,<sy + Bsl{r,>s} + Elalqr, <oy — Bilyr, <oy | Fsl {1, 55}
= X5 — 11,5 El(Br — a)1{r, <} | Fs]

= X.— 7.5 E[EB; — Br,|Fr.) iz, <t} | Fs]

=0 car By—Br, 11 Fr,

(
(2a — By)1r,<s) + E[E[(2a — By)|Fr, |1 (1, <ty + E[Be| Fr, |1 {7, >3 [FslL{, > 5}
(
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Corollaire i) Loi de (S, B;) ou Sy = sup B

0<s<t
i) Loi de T,
Preuve Fonction de répartition du couple (S, By)

F(a,b) = St>bBt<a)
+oo
/ / f(z,y)dy dzx
Remarque : f(b,a) = —§§7aF(a, b)

F(a,b) = P(T}, < t, B; < a). On remarque que T}% = TX" (ot X" est le brownien
réfléchi en b)
F(a,b) = P(Tp <t ,sb— By >2b—a)
P-TP <t,X!>2b—a)
P(T; <t,X;>2b—a) (car TP =T;)
P(T;X <t,B; >2b—a)
= P(B;>2b—a)

+oco —Z
e 2t
- / LELIpN
2h—a V21t

Densité de (S, By)

N

22
a—2b 6727

oo V27t

(a— 25)2

1 d—e
—150)la<) X oz b

2(2b —a) (a — 2b)?
= —1{b>0}1{a<b} X Wexp —T

dx

flba) = —1ps0l{acs}fos

Loi de St

]P)(St>b) = St>bBt€R)

/+Oo/f (z,y)dy dz
b= [ by

P(Ty < t) = P(S; > b)

Densité de S;

Loi de Tb

; (B(Se > b))

b e b’ 1{t =0}
2mt3 P2

>

o

=
QJ‘Q)
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1.6.6 Propriété des trajectoires

But : A w fixé, étude de ¢t — By(w)
Remarque : [ g(t)df(t) = [ g(t)f'(t)dt

Bt s
Propriété limsup— = lim (sup) = +00
t— 400 \/i =400 \ +<s \/g
o t
1&&:25%— 00
. By
limsup— = —o0

t—0 \/i

B
lim inf —% = +00

t—0 \/i

B
Preuve On pose R = limsup—= € R U {+00}

t—+oo \/T

B, —
Soit s € R*, R = limsup—

t——+oo \/i

B .
indépendant de Fs = o(B,,

23

On a R indépendant de F, = 0(B, u = 0) et R mesurable par rapport & Foo
c’est & dire RII R donc R constante dans R U {+oco}. Par I’absurde, supposons

R fini,

B
0]P’<t>R+1>]P’(B1>R+1)>()doncR+oo

Vit

Propriété Récurrence
Ve R,P(3(t,) € (RT)N, strictement croissante, B,

Preuve limsup = +oo, 111}_1 inf = —oo puis TVI (continuité de B)
o0

“+o0

Propriété B n’est dérivable nulle part & droite et & gauche.

By _ By—Bg

Preuve +o0o0 = limsup=t = limsup T < lim SupL

t—0+ Vi t—0+t
B n’est pas dérivable & droite en 0.

t—0+

B n’est pas dérivable & droite en s € R car W; = By, s — B,

. B.y.—B .
lim sup (%) > hmsup% =400
t—0+ t—0+

Propriété Presque strement, il n’existe pas d’intervalle I sur lequel B soit

monotone.

Théoréme 1.6.3 Variation quadratique
Soitn €N, 7l =% (B, — By, ,)”

=1
OnaB(Z}—t)? — Oet lim Z! =t
n—-+4oo n—-+4oo

(C’est la seule régularité qui existe sur le mouvement brownien)
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Preuve Convergence L2 :

2n
E(> (B, -Bi,_ )" —t
j=1
= Var(Z]) car E[Z]'] =t
gn
= Z Var[(B, — B,_,)?] car accroissements indépendants
j=1

E(Z; —t)°

— n 2
= 2"Var ((32%) )
. 2t2

= 2"x 5o
42
- on—1 n~>—+>oo 0

1
On a également montré que E [ZZ;(Z? —1)?]| =2 Z(i)"’l < 400 donc la
série de termes (Z;' —t)? converge presque stirement, donc (Z7* —t)? — 0 presque

stirement.



Chapitre 2

Intégrales stochastiques

But : Intégrer par rapport & un processus stochastique
Si (S;) actif risqué, (V;) richesse associée & un portefeuille.
Autofinancement : dV; = ¢, dS;V; = Vg + fot psdSs

2.1 Intégrale de Wiener (Intégration de fonctions
déterministes par un processus stochastique)

Remarque : Intégrale de Riemann

T o = i & 555 1 (521)

Premiére idée :
fO dB = hm ZZ:S,}C (M) |:B(k+1)t — B

n

]

kt
Si f est constante : lim Zk 0 (B(k+1)f - B(k+1)f)

n—oo

Il faudrait que L = lim Zk:o |(B a1y — B(Hm)
n—o0 . n
. on
Or:L=+ococart= nh_}n;@ >io(Biuss — Bi)? <L x lim max|Bt,c+1 By, |

n—o00 k<

existe

=0
Si L est fini, ¢ < 0 : absurde.

Remarque : On veut que fg c¢dBs = ¢(B; — By)

Seconde idée :
On va construire 'intégrale sur les fonctions en escalier :

E={f, D=ty<..<ty=+00, (fo.,fu1) ER™ f(2) =320 filieinr(@)}

Ona: (" f@)de = 3520 fultewr = 1) (fa=0)
Définition 21 : Intégrale de fonctions en escalier.

Soit f € £. On pose : I(f) = [,;"™ f(s)dBs = Y 3=y fr(Bi,,, — Bu,)
I(f) est Uintégrale de Wiener de f.

25
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Propriété
I(f) est une gaussienne centrée car B est un vecteur gaussien centré :

n—1 2
E (Z fk(Btk+1 - Btk))
k=0
n—1
D SRt — t)
k=0

= /0+C>O f(s)%ds

Var(I(f))

Propriété d’isométrie :
I 1Cf) Nrz@=ll f lz2@+) ot L*(Q) = {Xv.a.r., E[X?] < 400} et L*(RT) =
e’} 1

{F :RY 5 BRI < too} || X Nzzy= (EBIX)® et || f [lz2@)=
1

(=)

Geénéralisation :+Soient f,g € € intégrables

E[I(N)I(9)] = [y~ f(s)g(s)ds

Définition 22 : Extension a L?(R™T)
Soit f € LA(RY). On pose : I(f) = [, f(s)dBs = lim [ fu(s)dBy
n—-+0oo

ot fr, est une suite de fonctions en escalier telles que lim || f, —f [|L2m+)=0
n—-+4oo

Justification de la définition :

1. Densité de & dans L*(R™) pour || . || 2(r+)

2. Soit (fn) € gN’ H f - fn ||L2(R+)_> 0
On pose : I, = I(f»)
I,, converge dans L?(Q2) car elle est de Cauchy et L?(f2) est complet.
| 1n — I ”%2(9):” I(fn = fp) “%2(9):” fn = fp llL2®+) par isométrie.
Or (fy) est convergente donc de Cauchy = I,, de Cauchy

3. Soient (g,),(fn) € & — f dans L2(R*) alors lim I(g,,) = im I(f,,)
(admis : Revuj-Yor)

Définition 23 finale :
Soit f € L2, (RT) (VT eR*, [T f2(s)ds < +oo).

loc
L’intégrale de Wiener de f entre [0,t] est : fot f(s)dBs = OJFOO J(8)1qs<sy dBs
—_————
€L2(R+)

Caractérisation :
Soit f € L2 RT) et Z € L} (Q)

loc

Z = [ f(s)dB, ssi E[ZB,] = [} f(s)ds Yt >0
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Preuve
(=) Soit t >0

400 “+o0 +oo
E[Bt/o f(s)st] - E[/O f(s)st/O 1{8@}st]

“+oo
- / F(5)1qocryds
0

t
/ f(s)ds
0
Propriété : Soient f,g € Lloc(Rﬂ
i) Isométrie : Efo s)dB; fo (s)dBs] = fmug(s)f(s)ds

ii) On pose : (X; = fo $)dBs)t>0
(X¢) est un processus gaussien, centré, Cov(Xy, X;) = foms f?(uw)du, a ac-
croissements indépendants

iii) X est une martingale, ( fo J2(s)ds)>0 aussi.

iv) X est markovien (car accroissements indépendants)

Preuve i) On pose f(s) = f(s)1{s< € L*(RT)
Soit (fn)nen € EN telle que || f,, — f L2 m+)— O

t 2
B([swis) = ve)
0
= Var( lim I(fn))
convergence
dominée . 7
e i Var(I(f.)
= Jm Fo llze @+
= [ f ||L2(R+)
= I f lz2(o.)
Puis utiliser ab = 1((a + b)* — (a — b)?)
ii) Soient t1 < -+ < ty, al7 cLan €R Y =5 a; Xy,
On pose : X( ) = fo (fr) € EN avec fr, — f

Le processus X ¥) est gauss1en
y®) = ZaiXt(f) S a; me (Bi,., — Bi,) est une gaussienne, donc

Y = klim Y () dans L?(Q) est aussi une gaussienne.
—+o0

Montrons que (X;) est & accroissements indépendants. Conséquence de la
valeur de la covariance (u < t) :

CO'U(Xt+S - Xt,Xu) = COU Xt+5, COU(Xt,X )

/f dv/f
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iii) Exercice : X (k) est une martingale, puis passage a la limite, X est une mar-
tingale

Propriété : Intégration par parties
I3 f(s)dBy = f(t)B; — [} By f'(s)ds. Vraie pour f € L} (RT)NC!

loc

Preuve
Lereidée : E(X —Y)? =04 X =Yp.s.
2éme idée : Utiliser la caractérisation.

Remarque Modélisation du cours d’un actif.
Bachelier 1900 : Sp = ut+ oB: + Sy
S —
brownien généralisé
Probléme de cette modélisation : P(S; < 0) >0
Black, Scholes et Merton dans les années 1970 ont fait trois hypothéses :
1. S est continu.
Stys — S, )
2. % II 7; (Rendement indépendant du passé)
t
S s S . . o1 Ss - S
H_Ttt stationnaire <L: 5 0)
Si on pose X; = In(S) (si St > 0), on peut voir que X est un brownien
général.

3.

2.1.1 Brownien géométrique
Définition 24 S est un brownien géométrique si et seulement si 3 € R, o €

R+, S, = Spexp [(b — 2+ JBt}

Propriété

i) (e7%S)i>0 est une martingale.

ii) Pour s <t S = Ssexp [(b - %2)(75 —8)+o(B; — BS)} = f(Ss, By — Bs)

1S,
S est markovien E[g(st)lfe] = ]E[g . f(557 By — Bs)|]:9] = \IJ(SQ)
Propriété E[S;] = Spe®
Var(S;) = E | SZe?bt (e~ T tHobe — 1)2} == S22t (et 1)

Plus généralement,
2

Bl = B |7 (o0 (0= G-+ o5 - 5) )17

(
- E|s <xexp(b - %2)(15 —)to(Bi- BS))] jo=5.
(

- E|f xexp(b—Oj)(t—s)+amG)]|m—ss
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Conséquence i) Ratio de Sharpe de lactif :

E[S;] — So
Var(Sy)
ebt — 1

ebt(eazt _ 1)

Ry =

ii) Formule de Black-Scholes
fl@)=(z—-K)*
Remarque

O

n(Sy) = In(Sy) + ( 5 )t + 0B,

2

t t
= ln(So)—i—/ (b—a—)ds+/ odB,
0 2 0

2.1.2 Processus d’Ornstein Uhlenbeck

Théoréme 2.1.1 L’équation de Langevin : dV; = —aVidt + ocd By
FElle admet une unique solution : Vy = Vye™* + fg ge~o(t=uqpB, .
Vo est une gaussienne indépendante du brownien.

Preuve Soit X; = Vpe~* + fg ge~¥t=wqpB, . Par IPP :

X, =Voe ¥ 4 0By —ao fot B,e = dy

fot X.ds = —E(eﬂ” -1+ Ufot B.ds — ao fg fos B,e % dyds
a

t t t gt
a/ Xods = Vo—Vye @ + aa/ Bgds — aza/ / Bue =% dsdu
0 0 0 Ju

t t
1
= Vo—Voe ™+ 0’(1/ Bgds — aa/ By, x (—=(e7%* %) _1))du
0 0 a

t
= Vo—Vie ™ 4+ aa/ Bye =1 gy,
0
= V() — (Xt — O'Bt)
t
X =V — afo Xds + oBy

dX; = —aXydt + odB; donc X est solution de ’équation de Langevin.
Soit V' est une autre solution. On pose Z = X — V.

Or Z, = —a fot Zyds & { (éft::()_:a;ZZS:is: .

Définition 25 V est un processus d’Ornstein- Uhlenbeck
SiV, =Voe ™ + o [} e =B, on a dV, = —aV,dt + odB,

Propriété i) (e*V;) est une martingale si Vj est constante.
Ele®V;|Fs] = E[Vo] + o [, e*dB, = E[Vy] — Vo + €'V
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ii) (V;) est un processus gaussien car VoI B et Vo ~ N avec E[V}] = e *E[V],

Cov(V;,V,) = E Keat(vo —E[Vo]) + a/ot e“(t“)dBu) <ea5(vo —E[V]) + a/os ea<5“>dBu>]

t s
efZQtVar(Vg) + o2em ottt [/ ea“dBu/ ea“dBu}
0 0
tAs
— 672atVa,T(V0) + 0,2efa(t+s)/ eQaudu
0

iii) V' est markovien
On pose V; = e®V,

AV, = ae®V,dt + e*dV,
= ae®®V,dt — ae®*Vydt + e odB;
= e“tUdBt

On intégre entre s et t : V; — V, = af: e dB,

t
Conclusion : V; = e*a(t*S)VS 4 g/ e*a(tfu)dBu
N

IIV; et centrée

iv) E[V;|Vi] = e 2=V

Var(Vilve) = E[(V; — e U9V, |V{]

t
0,2 (/ Ba(tu)dBu)

¢
= 02/ e 2alt=u) gy, (isométrie)
S

2
= E

Propriété On pose X; = fot Vids. La loi de X; conditionnellement & F; est
une gaussienne telle que :

1— e—a(t—s)
E[X¢|Fs] = Xs + TVS

2 rt 2
Var(X:|Fs) = %/ (e*“(t*“) + 1) du

S
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Preuve
1 o
E[Xt|Fa] = Xs + E}E [(Vb - ‘/t) |]:5} + EE[Bt - Bs|~7:s]
1
_ - _ p—a(t—s)
- X4V, (1 e )

Var (Xi|F,) = E[(X, - E[X|F])’ |7]

1 2
O L

B 2

"
= E (/ Vudu) | Fs

r 2

¢
= E (/ Vudu) | Fs

- %V (1 - 6_"“_5’) E[(X; — X,) |Fs] + %Vf (1 _ e—a<t—s>)2

s (1 _ e—a(t—s>)2

a2
Oron a:
t 2 1
E (/ Vudu) Fs| = SE {(1/5—%+0(3th5))2 \fs]
1 (t—5) ' (t—u) i
. —a(t—s —a(t—u
- E (Vs(l—e )—|—0/S (1—e )dBu) IF,
_ 1 2 _ —a(t—s) 2 2 _ —a(t—s)
= Loy B (i)
' (t—u) o’ t (t—u) i
__—a(t—u e _ p—alt—u
xa]EUs (1 e )dBu|]-'s}+a2E (/ (1 e )dBu> |f51
=0 car IIF; et centré
_ 1 2 —a(t—s) 2 o’ ! —a(t—u) 2
_?VS(le )—&-?S(le )du
Ainsi : -
_ i _—a(t—u)\2
Var(X:|Fs) = a2/(1 e )4 du

Donc la loi de X; sachant F; est "évidemment" une gaussienne car V est un
processus gaussien.

Modéle de Vasicek :
Soit  un processus tel que dry = a(b —r¢)dt + ocdBy et rg € R

Remarque : r modélise un taux d’intérét : B(t,T) = E [exp (f ftT rsds) |.7-'S}

Posons : V, =r; —b. On a : dV; = dry = —aV,dt + odB;.
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Prix d’un zéro-coupon :

exp (— /tT Vsds — b(T — t)) .7-}]

— ¢ UT-DF [exp (*(XT — Xt)) |-7'—t]

1 —a(T—t) o2 [T —a(T—u)\2
“Vi(1-e )+ 5 t (1-e du)
Probléme : P(r, < 0) >0

Modele CIR : dry = a(b —r)dt + o/ridB;

E

B(t,T)

= ¢ bT=Y exp

2.2 Intégrales d’Ito

Définition 26 Un processus ¢ est dit élémentaire s’il existe 0 = to < -+ <

t, € RT et 1, , 0, des v.a. réelles tel que @; 11 soit Fi,-mesurable et p, =
-1

> k0 Pht 11t b))

On note E(Q x RY) l'ensemble des processus élémentaires.

Remarque Les processus élémentaires sont caglad donc progressivement me-
surables (c’est le pendant de prévisible pour les processus discrets)

Définition 27 Soit ¢ € E(Q xR™T). Lintégrale d’Ito de  par rapport a B est :
+o0o n—1
fo QOsst = Zk:o <pk’+1(Btk+1 - Btk)

Propriété
D) [0+ M)dBs = [7° pgdBs + A [, ,d B,

ii) SiVi, ¢; est déterministe, I’'intégrale d’Ito6 et de Wiener coincident.

iii) E [f;oo wsst] =0et Var (f;oo <p3st) oo E[p?]ds

= 0 s
tAs

iv) Isométrie généralisée : E [ S oudB, [ zpudBu] = [ Blpuibuldu

Preuve iii)

n—1

Z ﬁPk+1(Btk+1 - Btk)
k=0

1

=

+oo
o[ o)
0

3
|

|
(]

E [@r+1(Bty, — Bt,)]

1T
= O

= E[  ¢ry1 |E[By,, — Byl
0 N—— N————

£
I

Ft,, —mesurable LI Fe,

I
o
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+o00 n—1 2
Var (/ 805st> = K (Z (p;H_l(Bthrl — Btk)>
0

k=0
n—1
= EZ@%+1(BU@+1 7Btk)2
k=0
+2 ZE [‘piﬁ-l(pj-‘rl X (Bti+1 - Bt'i)(Btj+1 - Btj)]
i<j
n—1
= Y Elei (e — t)
k=0
+2ZE [E [(Pi+1(,0j+1(Bti+1 - Bti)(Btj+1 - Btj)|]:tj]]
i<j

+oo
/ Epilds +2)  Elpit10511(Briy — Bi) Bty — By, | F,]]
0

i<j
“+o0
= [ Edas
0

Remarque La propriété d’isométrie permet d’étendre la notion d’intégrale

=0

d’Ité aux processus @ € L?oc’prog (Q x RT).
L prog (X RY) = {@ progressivement mesurable, vt € R, fg E[¢?]ds < +oo}

L2042 x RT) = {¢ progressivement mesurable, [, _p. E[p?]ds < +o0}

Définition 28 Soit p € L2, (2 x RT).

prog

L’intégrale d’Ité de ¢ est f0+oo psdBs = EIE f0+°° ¢©"dBs dans L*(Q x RT)

ot " est une suite de E(Q x RT) telle que f0+OOJE[(<p? — s)?]ds < +o0
Justification : voir Revuj-Yar

idée : E(Q x RT) dense dans Ly, ,.,,(Q x RT)

Egtension : Soit ¢ € L7 . .0, x RT). Lintégrale d’Ito de ¢ est fg psdBs =
" ‘

fo - (psl[O;t]st

Propriété :

Soit ¢ € Liocﬁpmg(Q x R™). On définit M le processus M; = fot psd By

i) E[My] =0et Var(M;) = fg]E[gog]ds

ii) M est un processus continu et FB-adapteé.

iii) M n’est pas gaussien en général.

iv) M est toujours une martingale de carré intégrable.

tAs

v) Isométrie : E [fot 0udBy, fos d)udBu} = [, Elputu]du
Si on pose : N; = fot YudB,, alors M;N; —fg E[put)]du est une martingale.

)
)
iv)
)
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Preuve Soit p € £(2 x RT).

t +oo
/ @sst = / wsl[O;t]st
0 0

(&

0

400 n—1
/ Z P11t nt g1 A1) dBs

Pht1 1]tk,tk+1]1[0;t]> dB;

Z Pk+1 Btkﬂ/\t - Btk/\t)

k=0
Ainsi : E[M;|Fs] = ZZ;S Elorr1(Btyyint — Beyat) | Fs]
Or:
@k+1(Btk+1 — Btk) St tk+1 <u<t
Elp(Biyynt — Biyar)l = ¢ @r+1(Bu — Byy) si tp <u <ty

0 siou <ty
Finalement : E[M;|F] = 34 ¢r+1(Bepyns — Bions = M

Remarque On peut étendre la classe de processus intégrables au sens d’Ito. ¢
. +oo 9 s 5

progressivement mesurable, fo pids < 400 p.s.. Alors M n’est pas forcément

une martingale. En fait, M est une martingale locale. On peut avoir E[M,] # 0.

2.3 Processus d’Ito

2.3.1 Généralités

Définition 29 X est un processus d’Ito s’il admet la décomposition suivante :
Xy = Xo + f(f bsds + fot osdBs ou X est F-mesurable, b est un processus pro-

. —+o00 .
gressivement mesurable et fo |bs|ds < 400 p.s., o est un processus progressi-

vement mesurable et f0+oo o2ds < 400 p.s.
b est le drift (ou dérive) de X,
o est la volatilité (ou coefficient de diffusion) de X
Notation différentielle :
dXt = btdt + O'tdBt

Propriété La décomposition d’un processus d’It6 est unique.

Preuve

t t
SiX; = XOJr/ bsds+/ osdBy
0 0

t t
X6+/ b;ds+/ o dB,
0 0

On a de facon évidente que Xy = X
t

fo —bl)ds */ (0!, — 04)dBs
0

martingale locale
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On a vu que si une

martingale M; = fot Kds p.s., alors M; = 0 p.s. pour tout

t et donc Ky =0 p.s. Donc : by =¥/,

0=Var (fot(ag—

as)dBS> = fJE (0, — 05)?] ds = o, = 0 p.s.

Propriété : Soit X un processus d’It6. Alors :

t ¢
E[X:|Fs] = XS—HE[/ budu—l—/ audBu|]-"S]

sioe L (QxRY)

loc

¢
X, +E [/ budu|.7:8]

Définition 30 Intégrale d’Ité par un processus d’Ito.
Soit ¢ progressivement mesurable, fOJrOO ©2ds < 400 p.s. et X un processus

d’It6. L’intégrale de

@ par rapport a X est : fot psdXs = fot <psbsds—|—f0t ps0sdB;

2.3.2 Crochet oblique

Définition 31 Soit M une martingale de carré intégrable. Le crochet oblique
de M, noté < M >, est l'unique processus F-adapté, croissant tel que (M7 — <
M >4)i<o est un martingale.

Notation < M >;=< M, M >;

Justification : 0 =t < --- < t, =1,

M =
n—:>oo
Exemple 2
- < B >t: t

- < fg f(s)dB;

n—1
2 2 2
MO + Z Mtk+1 - Mtk
k=0

n—1 n—1
Mg +2 Z My, (Mtk+1 - Mtk) + Z(Mtk+1 - Mtk)2
k=0 k=0

t
Mg + 2/ M,dM, + A; ou A est croissant.
0

>= fg f(s)%ds (Intégrale de Wiener)

- < f(f psdBy >= fot p3ds (Intégrale d’Ito)

Définition 32 : Soient M et N deux martingales de carré intégrable, < M, N >
est le processus F-adapté tel que MN— < M, N > soit une F-martingale (ici le
processus n'est pas nécessairement croissant).

Exemple 3 <fg s

dB,, [y psisdBs) = [y putbuds
t

Définition 33 : Soient X etY deuz processus d’Ito tels que dXy = bydt+ord By
et dY; = bidt + 0:dB;. Le crochet oblique entre X et Y est : < X, Y >;=

fot 040.ds
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2.3.3 Lemme d’It6

Premiére forme du lemme d’It6 :
Soit f € C%(R), X un processus d’Ito.

FX) = f(Xo) /f dX+/f” Sd < X >,

f(Xo) /f bds—|—/f s)0sdBs + = /f”

Idée de preuve : Soit 0 =ty < --- < t,, = t.

n—1
f(Xe) = f(Xo) + Z f(Xtpn) = F(Xe,)

k=0

n—1
= f(Xo) + Z(th+1 - th-)f/(th)

k=0
1 n—1

+5 Z th+1 th f”(th>

k:O

n—1

+ Z 0 th+1 - th)
k=0

t et [ Xty — Xt
Or:E k_0<k+1

m) f//(th _>f0 fl/ ) gds
—_————

—o2
E[(Xups = X0)? = [ o2ds| F | = 0
(th+1 - th-)Q 2

Donc : ——————— ~ 0},
ter1 — T

Remarque Sous forme différentielle :
1

df (Xt) = f(Xe)dXe + 5 f"(Xe)d < X >y
2 —_—

o2dt

Quelques applications

1) Montrer que B? —t = 2 fot BydB;

36

2ds

On considére la fonction f(x) = 22, on a donc B? = f(B;). D’apreés le lemme

d’'Ito :
F(By) = f(Bo) + [y f'(Bs)dB, + 5 fo (B

2) Ecrire la décomposition en processus d’Tto de Bf*. On pose f(z) =

1
d(B) = aB? 'dB; + —a(a — 1)BX 2 dt
N——— 2
N—————’

volatilité drift
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t ala—
2
X, martmgale locale  ssi [} B2 2ds < 400
ssi [ s tds < +oo
ssi a>0
X; martingale  ssi fo E[B2%~2]ds < 400
ssi fo s*IE Gzo‘ 2ds
ssi a>0et E[Gza % < 400

X, =By - Y pa-2g, = a [y Be~ldB,

Propriété X, = X, + fot beds + fot 0sdB un processus d’Ito.

X, est une martingale locale si et seulement si V¢ > 0, by =0 p S.

X, est une martingale si et seulement si V¢ > 0, by = 0 p.s. et fo Elo2]ds <
00

3) d(K — B;) =7 cf b) exo 1 Intégrale d’Ito.

Résoudre une équation Différentielle Stochastique

1) d?st = pdt + odBy

t
Or d’aprés le lemme d’It0 :

1
d(hl St) = gtdSt 252d < S >¢

o2
pdt + odBy — ?dt

2
(u - ‘;) dt + odB,

2 2
En intégrant : In(S;)—In(Sp) = <u — 2) t+oB; donc : Sy = Spexp [(u — 2) t+ aBt}

2) Equation de Langevin : dV; = —aVidt + odB;

i) Reésoudre ’équation homogene : dV; = —aVidt = V; = Keat
ii) Variation de la constante

V, = Ko
dV; = Kid(e ™)+ e "d(K;)
= —aK;e %dt + e “dK,
= —aVidt + e “dK,
OrdV, = —aVidt+ odB;
On cherche K; tel que e *dK; = 0dB;. Dot K; — Ko = fot ce®™dB,.
Finalement : V; = (Ko + fg Ue‘“‘dBu) o—at

Théoréme 2.3.1 Formule d’Ito
Soit f € CY?(RT,R), X un processus d’Ito.

Lo’ f

82(5X)d<X>S

ft, Xe) = f(0, Xo)+ /6 5, X d+/ st)dXs—f—
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Formule d’Tt6 multidimensionnelle

Soit B = (BW, .., B(™) un brownien dans R.

Pour i,j € [1,d], corr(BWBY = p, ;, i.e. Bgl)ng) — p;;t est une martingale.
Soit X (XM ... X™) un processus d’Ito6 dans R™ :

dx? = )dt+Z] Lol dB,

bt
dX; = Bydt + Y, dB; ou B; = : et Y, = (017 ) nxd
b
Soit f € CH2([0,T] x R™).
of = Of Ny
af(t,Xy) = -—Z-dt d< X@® x0)
f(t Xe) ot +;a P ax] SAL AT
_ of —~ Of
= St VidX+ g ]Zla o, -a; jdt

d ik k d il l
= (S iy oMaB®, [ 5L oVaB)
d d i,k j,k
aij =Yooy iy ol o oy

2.3.4 Equation différentielle stochastiques (EDS)

Définition 34 Soit (b,0) : (RT x R — R)?.
dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt EDS
Un processus X est solution de 'EDS si X est :

— continu,
— adapté,
7fg|bsX)|ds<+oops
- fo )2ds < 400 p.s.,

- X, = XO —|— fo (s, Xs)ds + fot o(s, Xs)dBs

Théoréme 2.3.2 Si b et o vérifient les conditions suivantes :

i) b et o sont continus

i) 3K >0, V(t,x,y) € RT xR2, |b(t,z) —b(t,y)|+|o(t, ) —o(t,y)| < K|x—1y|
i) AK >0, V(t,z) € RT xR, |b(t,2)]? + |o(t,2)|? < K(1 + |z|?)
dX, = b(t,X;)dt +o(t, X;)dB,

Alors I’EDS : { Xy =

admet une unique solution (au sens p.s.). Dans ce cas, E [ sup Xt|2} < 400
0<t<T

Preuve : (idée)

Onpose: S={X,|| X [|s=E [ sup |Xt|2] < +oo}
0<t<T

Pour X € S, on pose : F(X); = Xy + fg b(s, Xs)ds + fg o (s, Xs)dBs
i) F est bien défini

I 1b(s, X)lds < K [;(1+ | X,)ds < K(1L+ sup |X,|)T
0<s<T

idem pour fo s, Xs)?ds < +00
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i) SiXes, F(X)es
En utilisant I’égalité suivante :(a + b + ¢)? < 3(a® + b + ¢?), on obtient :
2 2
(F(X).)? < 3 (Xg + (fo bls, X))+ (Jy (s, X,)dBy ) ) < 3(X3 +
K (14 sup(X,))*T(--+)?)
iii) F est contractante
| F(X) = F(Y) [[s<[| X =Y |ls ot p € [0, 1]

iv) Conclusion

. X, = F(Xp-1) n>1
Soit X € S, { Xy = X
[ Xn=Xn1lls = | F(Xno1) = F(Xn-2) s
< pll Xn—Xnals
<

Pt X1 —Xo s
~— ———

—0(|p|<1)
(X,)n est de Cauchy, comme S est complet, X,, converge vers X € S

Propriété Soient b, o vérifiant 7), i) et 4i7) du théoréme.
dXt® = b(s,XL%)d Xb*)dB
Notons X*? la solution de : { 5 (5, Xo*)ds + o (s, Xo*)d B
X, = =z
t,X;"
s

Ona: X% =X p.s.

Conséquence X est markovien.

Définition 35 Modéle de Cox Ingersoll Ross (CIR)
r suit un modéle CIR dr, = a(b— ry)dt 4+ o\/ridB; ot ab > 0

Remarque 7T =inf{t >0 7" =0}
Si 2ab > o, P(T§ = +o00) =1
Si2ab<oeta>0,PI§<+o0)=1
Si2ab < o et a <0, P(T§ = +o00) €]0,1]

Propriété E[ry|F,] = ree %) +b (1 - e_a(t_s))
Var(ry|Fs) = %02 (e‘a(t_s) — e_2a(t_5)) + % (1 - e‘“(t‘s))2

Preuve Calcul de E[r;|r,]

On intégre I’équation entre s et ¢ :

Ty —Te = afst(b —ry)du+ o fst VTudBy,
On prend l'espérance conditionnelle :
Elrrs] —rs = afst(b — E[ry|rs])du car fot V/TwdB, est une martingale.
On pose f(t) = E[r¢|rs] pour t > s d’ou :
Ft)=rs+a [ (b— f(u))du.

On dérive cette équation par rapport a ¢ :
f'(t) =a(b— f(t)) donc f(t) = Ke ™ +b
rs=f(s)=Ke *+b= K = (r; — b)e®®
Conclusion : E[r|rs] = (rs — b)e 2% + b
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Calcul de g(t) = Var(rrs)

g(t) = E[(rt—b—(rs—b)e_“(t‘s))2|]:s}

E [((rs —b)(1 —e a9y 4 a/:(b — ry)du + 0/: mdBu) |]-‘S}
E[(re — b)%|Fs] + (rs — b)2e 205 —2(r, — b)e =) E[(r, — b)| F)]

(rs—b)e—a(t=s)

= E[(r: - b>2|]:5] —(rs — b)e_ga(t_s)

On pose Y; = (r; — b)?

1
dY—t = Q(Tt—b)th+§X2d<T>t

= 2(ry — ba(ry — b)dt + 2(ry — b)o\/rd By + o*rydt
= (2aY; + ozrt)dt + 20+/ri(ry — b)dBy

On intégre enter s et ¢ :

Y, =Y, —|—f;(2aYu + 7y )du + My — M

ot M; = fg 20/ry(ry — b)dB, martingale

E[Ytu:s] =Y+ f; QQE[YuLF@] +]E[Tu|]:s]du'

On pose h(t) = E[Y;|Fs]

h(t) = (rs — )2 + [ 2ah(u) + (b — (rs — b)e®=*))du

On dérive par rapport a ¢ : h/(t) = 2ah(t) + b+ (rs — b)e=*(=9),

Donc h(t) = Ke?* + ?
—— —

homogéne particuliére

On cherche une solution sous la forme : h(t) = K (t)e?%

W(t) = e (K'(t)+2aK(t))
= 2ah(t)+b+ (rs — b)e,a(t,s)

1l faut que K'(t) = e 2% (b + (ry — b)e~*(=%)) (a finir)

Conclusion : g(t) = K(t)e?* — (ry — ble 2%~ ou K(t) = K + fst e~2au(p +
(rs — b)e~v=5))du,

On trouve K avec la condition h(s) = (rs — b)?

Propriété Prix d’un zéro-coupon
B(t,T) = E [e= /77| 7| = Glt,m)
ou G(t,z) = ¢(T — t) exp(—x(T —t)), (), ¥(s) explicites.

Définition 36 : Soit X un processus. On appelle fonction d’échelle de X une
fonction s :-R — R tel que s(X) est une martingale.

Soit Z solution d’une EDS homogéne : dZ; = b(Z;)dt + o(Z:)d B
Déterminer une fonction d’échelle de Z. Supposons qu’il existe s telle que s(Z)
soit une martingale.

Mauvaise idée : E[s(Z;)|Fs] = s(Zy)
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Bonne idée : On suppose que s est C2.

d(S(Zt)) = S/(Zt)dZt + %S//(Zt)d < Z >4
= (0(Z)s'(Z,) + %Jz(Zt)s”(Zt))dt +5'(Zy)o(Z,)dBy

On cherche s solution de I'ED : b(z)s'(z) + 20%(z)s” (z) =0
oy @) ()
PN =) = )

z 2b(2)
In(s'(z)) = — [, 2(2) dz
z 2b(2)
— y
s(z) = [ exp (— /. JZ(Z)dZ> dy
Application : Temps d’atteinte
Soit z < z < y. On pose : Ty, = inf{t < 0, Z,”* >z} et T}, = inf{t <0, Z,”* > y}

On note Z%# la solution de I'EDS :

d? - z(Zt)dt+a(Zt)dBt On veut calculer P(T,, < T}). Comme s(Z;)
0 =

est une martingale et T' = T, AT, (sous des bonnes conditions d’intégrabilité),
d’aprés le théoréme d’arrét de Doob :

E[ls(Z;)] = s
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Avec P(T, < Ty) = ‘:(Z)_Ziy)



Chapitre 3

Changement de probabilité

On se place dans le modeéle de Black& Scholes :
dSy = d(e™"'S,) = Sy((1n — r)dt + 0dB;) S est une martingale < p = r
11 faut trouver une probabilité P* telle que S soit une P*-martingale. On cherche
P* telle que :
B = (i — )t + 0B, soit une P*-brownien. dS, = S,dB;

3.1 Probabilités équivalentes

Définition 37 P est équivalente @ Q sur (0, B), si pour tout A € B, Q(A4) =
0 PA)=0

propriété P p.s. <& propriété Q p.s.

Remarque P~ Q= { Loi de X sous P # Loi de X sous Q

Théoréme 3.1.1 de Radon-Nykodim (Caractérisation)
P~ Q sur (Q,B) ssi il existe une v.a. L, B-mesurable telle que :

Vw, Qw) = L(w)P(w)

Si Ae B, Q(A) =Eq[1a] = Ep[L - 14]
Si X v.a., Eg[X] = Ep[L - X]

Preuve (=) admis

(«=) Soit A € B tel que P(A) =0

0= P(A) = EP[IA] = EQ [%IA] = Q(A) =0

Propriété Soit P ~ Q sur (2, Fr). Il existe une P-martingale (L) strictement
positive telle que Qr, = Ly - P,

Preuve On a P ~ Q sur (Q,F;) d’aprés le théoréme de Radon-Nykodim,
3 Ly > 0, Fr-mes telle que Q = Ly - P. On pose L; = Ep[Lp|F;]. L est
une martingale positive. Soit A € F;.
Q(A) = Ep[Lria
= Ep[Ep[L7|Fi]14]
Ep[Ly - 14]

42
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3.2 Théoréme de Girsanov
Propriété Soit (B) un P-mouvement brownien. On pose B = mt + By (~
N (m¢t,t)). B* est un brownien (standard) sous P* tel que :

. _ L —mpgomi2
]P\}‘t =LiP\r, ou Ly =c - 20

Preuve Montrons que B* est un P* brownien. Soit A € R, M; = exp(AB; —

)‘;t). Tl suffit de montrer que M estune P*-martingale. Soit s < t, Ep [M;|F] <
M,.

1
Lemme X F;-mes, Ep«[X|F;] = L—Ep[LtXLFS]

Rappel Z = Ep:[X|F;] ssi VY € Fy-mes, Ep«[ZY] = Ep«[XY]
Preuve (du Lemme) Posons Z = iEP[LtX|fS]. Soit Y Fs-mes :
Ep<[ZY] = Ep[Ls;ZY] car ZY Fs-mes
= Ep[Ep[L:X|F]Y]
= Ep[L; XY ]

F—mes

= Ep-[XY]

On a donc d’aprés le lemme :

A
Ep- [M¢|Fs] = fEP[LtMtlfs]
_ LL]EP[e—mB,,—mT%e/\Bt-i-/\mt—*th 7]
1

_ 7EP[6(/\—m)Bt—%t|]_-s]
s

Comme B est un P-mouvement brownien,

1 (A=m)?
A—m)B,—2=m”
Ep-[My|Fs] = —e®™ z ¢
Ly
ABS—<7(X72m)2—m2>s
= e
N 2
_ eABS—*Ts
= M,

Théoréme 3.2.1 de Girsanov

Soit 6 € L*(Q x [0,T)), F-adapté.

Soit L; = exp (fot 0sdBs — %fg Hgds). Soit P* la probabilité équivalente a P sur
Fr de densité L.

Si E[Lt] =1, alors le processus Bf = By — fot Osds est un brownien sous P*.

Remarque La condition de Novikov : si E [exp (% fOT QEds)} < +oo alors
E[Lr] =1.
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0 e L?
Li = exp (fot 0.dB, — 3 [! egds), E[L] =1
Q=L

Sous Q, Bf = B; — fot f.ds est un brownien.
Remarque dL; = L;0,dB;

Théoréme 3.2.2 Soient B!, B? deux P-browniens. On considére 6 et 02 dans
L2([0,T] x Q).

Li = exp (fote;‘ng‘—% g(ag‘)2ds) ie{1,2)

On pose : Q = L;P ou L, est solution de dL, = L,(0}dB} + 0?dB?)

Remarque Sip=0, L, = L;L?
Sous Q, B;"' = B} — fot Oids — pfot 0ids (i # 7 € {1,2}) est un brownien.

3.3 Théoréme de représentation des martingales

Théoréme 3.3.1 d’li6 (admis)

Soit X € L*(Q), FE-mes.

Il existe 0 € L*(Q2 x [0,T]), progressivement mesurable tel que X = E[X] +
T

T 0.8,

Théoréme 3.3.2 de représentation des martingales :
Soit M une martingale de carré intégrable, alors il existe 05 € L*(2 x [0,T]),

progressivement mesurable tel que My = E[My] + fot 0,dB,

Preuve D’aprés le théoréme d’Ito,
M, = E[My] + [, 0,dB, ou 6, € L*(Q x [0,T))
On prend l'espérance conditionnelle & F; : M; = E[M,] + fot 0,dB,



Chapitre 4

Applications en finance

4.1 Marchés financiers

Définition 38 : Un marché financier est un espace de probabilité filtré (Q, P, F)
et d+ 1 processus S* tq S = e our >0
Pour1<i<d, S est F — adapt

On considére un marché financier composé de 2 actifs.
SY = et dS; = Sy(b(t, Sy)dt + o (t,S;)dB;) ott B est un brownien, F = F5, b et
o satisfont les bonnes hypotheéses (lipschitziens et de croissance au plus linéaire)

4.2 Portefeuille

Définition 39 : ® = (¢, ) un processus a valeurs dans R? est un portefeuille
admissible si ® est prog-mes et € L*([0,T] x Q).

La valeur du portefeuille associé & ® est : V;(®) = p?SP + .S,
Définition 40 : @ est autofinancé si Vt € [0;T], dVi(®) = ¢?dSY + ¢4 S:
Remarque

dVy(®) = dp)SY + 2dSY +d < ¢°, 8% >,

+ deiSi +idSy +d < 9, S >
= dp)S) + ©YdS) + dpi S + oSy +d < 9, S >,

car d < p°, 8% >;=0 car S° est déterministe.
Ainsi, ® est déterministe si SPde + Sidpy +d < 9, S >=10
Définition 41 : ® est une stratégie d’arbitrage si :
i) ® est admissible
ii) Vo(®) =0
iii) Vp(®) 2 0 p.s. et P(Vp(®) > 0) >0

45
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Remarque S'il existe une probabilité Q ~ P tq S soit une Q-martingale alors
il n’existe pas de stratégie d’arbitrage.

Preuve Supposons qu’il existe une stratégie d’arbitrage .
On a: Bq[Vr(®)] = Eq[Vo(®)] +Eq |y 6.4B:| =0+0=0
Comme Q ~ P, Ep[Vp(®)] =0

Théoréme 4.2.1 Le marché est viable.

Preuve

Etape 1 : On cherche Q ~ P telle que S soit une Q-martingale.

dSy = Si(b(t, St)dt + a(t,S)dB)
dS, = —re "'S,dt+ e "dS,
= S, ((b(t, S) — r)dt + o(t, Sy)dBy)

b(t, S,) —
= o(t,S)S, <(a’(f’?gt)rdt + dBt>

On cherche Q ~ P telle que sous Q, By = B; — P r=b(s:55) ¢ est, brownien.

0 o(s,Ss)
On pose : L; = exp (fg AsdBg — %fot )\fds) ol Ay = r;é’s(sésf) (prime de risque

du sous-jacent)
D’aprés le théoréme de Girsanov : sous Q = L;IP, B* est un brownien.

Etape 2 : Soit ® une stratégie admissible, V7 (®) > 0 p.s. et V(@) = 0.
Alors Eg[Vp(®)] = 0 (par le théoréme de représentation d’Ito)
Comme Q ~ P, Ep[Vp(®)] =0

Donc : Vp(®) =0 p.s.

Théoréme 4.2.2 Le marché est complet.

Preuve Soit X € L*(Q), Fr-mes.

Il existe 6 € L?(Q x [0, T]),prog mes tq X = Eg[X]+ fOT 0sdBs (Représentation
d'Tto)

Montrons qu’il existe ® autofinancé tel que Vp(®) = X = Eg[X] + fOT 0sdB;
Soit ® un portefeuille autofinancé :

dVi(®) = ¢%dS? + S,
Vi(®) = ¢S} + @S done @) = Vi(®) — .S,

AVi(®) = 7(Vi(®) — ¢ Sy)SPdt + idS,
= H/'t(q))dt + <pt(d5t — ’I“Stdt)

AVi(®) — rVy(®)dt = o, (dS, — rS,dt)

ertd(e="tVy (D)) ertd(e="tSy)
Donc : d‘/t(é) = @tdSt = gOtO'(t, St)StdB:
On intégre entre 0 et T : e "IV (®) = Vo(®) + fOT ©0(t, S;)SidB;
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Soit @ tel que Vo(®) = ¢ + oS0 = e "Eg[X] et o, = a(t,i‘i)ét el et Y tel
que P soit autofinancé.
T
On a alors : Vp(®) = Eg[X] + / 0:dB; =X
S—— 0
et Vo (P)

fOT <,ot0'(t,St)S’te7"TdBf

4.3 Valorisation d’option

Soit X € L?(Q2), Fr mesurable. X est le pay-off d’'une option (X = f(S;)).
X est simulable, il existe ® tel que X = Vp(P)
Le prix de 'option sur X a l'instant ¢ est V;(®).

P = V()
— 6”‘25((13)
= "'Eg[Vr(®)|F] car VQ-martingale
= Egle ™" Vp(®)|F
= Egle "X\ F]

4.4 Couverture de 'option

— Déterminer ® autofinancé Vp(®) = X

—rT . .
On a vu que ¢; = a‘?*fs 3 convenait, malheureusement 6 est inconnu.
ot t

— On remarque que S est markovien, donc P, = P(t,S;) ou P(t,x) =
Egle " T-9X|S, = x].
On remarque que e~ " P, = Eg[e "7 X |F;] est une Q-martingale.

P ~
d(e='P,) L EDP(t, S,)dt + e‘”%(ta St)dsSe
X



