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1 Introduction

Ce cours d“EDP et méthodes hilbertiennes” présente 1’étude de certaines équations aux
dérivées partielles, dites elliptiques.

Dans ce premier chapitre, nous présentons un premier probleme physique simple modélisé
en thermes mathématiques. Nous introduisons aussi la notion de formulation variationnelle
d’un probleme aux limites.

1.1 Le probléeme de la chaleur stationnaire

Nous considérons le phénomene physique de propagation de la chaleur dans un corps
connu : par exemple de ’eau en train de chauffer dans une casserole, le réacteur d’une cen-
trale nucléaire, le revétement extérieur d’une navette spaciale lors de sa redescente dans
I’atmosphere.

L’objectif est de construire un modele mathématique de ce phénomene, qui nous permet-
trait de connalitre la température de chaque point de ce corps, et si possible en tout instant.

Le principe physique sur lequel est appuyée notre constuction est celui de la conservation
de I’énergie : la variation de l’énergie thermique a l'intérieur d’un corps est égale a la somme
de deux termes a savoir, d’une part, la chaleur crée par des sources thermiques a l'intérieur
du corps, et, d’autre part, le flux de chaleur provenant de I’extérieur.

Il faut tout d’abord donner un cadre mathématique a ces considérations. L’espace physique
est modélisé par I'espace affine R? et I’axe des temps par la droite réelle R. Si nous supposons
notre corps chauffant/chauffé indéformable, nous pouvons I'assimiler & une partie 2 de R3.
La température de chaque point z du corps €2 a un instant ¢ donné sera notée par exemple
u(t, x), ce qui définit une fonction u sur 'ensemble R x € & valeurs dans R.

Traduisons en termes mathématiques le principe de conservation de I’énergie. On considere
QY une partie arbitraire de 2. Représentons e(t, z) I’énergie par unité de volume au point = €
et a l'instant ¢. Nous avons :

e(t,x) = cpul(t, z),

ol c et p représentent la capacité thermique et la masse volumique de notre corps, que nous
supposons constantes (corps homogene). Rappelons que 'on définit la capacité thermique
¢ d’un corps homogene comme l’énergie thermique produite par 1’élévation d’une unité de

N

température d’une unité de masse de ce corps. Ainsi, I’énergie FE(t,) de ' a instant ¢ est :

E(t,Q) = / e(t,x)dx = / cpu(t, x) dz.
Le bilan énergétique de notre corps €', entre les instants ¢ et t + dt est :
E(t+dt, ) — E@t,Q) = (S(t)+ F(t))dt, (1)

ol S(t)dt est la chaleur produite & Uintérieur du corps €' entre deux instants, et F(t)dt la
quantité de chaleur entrant dans Q' pendant cet intervalle de temps. En d’autres termes,

d
%E(t, Q) =S(t)+ F(t).

Le premier terme S(t), appelé terme source, peut s’écrire

S(t) = o f(t,x) dr,
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ou f(t,z) représente la quantité de chaleur produite par unité de volume et de temps au point
x et a l'instant ¢.

Le deuxie¢me terme F(t), est le flux de chaleur entrant dans le corps €' par unité de temps.
Pour I'estimer, nous modélisons la propagation de la chaleur & 'instant ¢ en tout point x de Q’
par un vecteur ¢(t, ), de sorte que la quantité de chaleur traversant un élément de surface do
du bord 9 entre les instant ¢ et t + dt est égale & —7- 71 do dt, ol 77 est la normale extérieure

a do. Ainsi,
F(t)= / q-fdo.
o

Finalement, le bilan énergétique (1) se traduit par 1'égalité :

4 cpudr = fd:c—/ q-ndo. (2)
dt Q/ Q/

Nous utilisons maintenant la Formule de Green-Ostrogradski (voir aussi Appendice A.2.2).

Théoréme 1.1 (Formule de Green-Ostrogradski) Soient Q un owvert de R? et F =
(Fi,...,Fy) une fonction de classe C* sur Q a valeurs dans RY. Alors,

/Q div F(z) dx = / F(o) - (o) do.

o0

ot la divergence de F est définie par

OF;
8@-

d
divF=% F=Y
=1

et 7 représente le vecteur normal unitaire a OS2 orienté vers l’extérieur.

Appliquant cette formule a I'intégrale de surface ci-dessus, on obtient

/ (j«ﬁda:/ V- qdz.
oY ’

En supposant que l'on a le droit d’intervertir la dérivation en temps et 'intégration sur le
domaine ', I’équation (2) devient :

/Q/ (;(cpu)+ﬁ-q— f) dz = 0. (3)

Cette intégrale doit étre nulle, quelle que soit la partie ' de © considérée. Pour cela, il est
nécessaire et suffisant que la fonction & intégrer soit nulle sur le domaine §2 tout entier. Nous
obtenons donc I’équation suivante :

=

—(cpu)+V-7—f=0. (4)

La masse volumique p et le coefficient ¢ sont supposés connus et indépendants du temps
(corps homogene). Nous voyons que notre équation (4) fait intervenir deux inconnues : u et .
Pour étre en mesure de résoudre notre probleme, il nous faut donc une seconde équation qui



relierait ces deux inconnues, la température et le flux de chaleur a I'intérieur du corps 2. La
loi de Fourier énonce que le flux de chaleur est proportionnel au gradient de la température :

i=—KVu. (5)

La constante K s’appelle le coefficient de conductivité thermique de notre matériau. Si nous
supposons le matériau homogene, K est une constante.
Nous avons :

Alors, Iéquation (4) devient
— —alAu =, (6)
ol a = g. Cette équation aux dérivées partielles est I’équation de la chaleur.

Pour la résoudre, il faut des informations supplémentaires. D’une part, il faut connaitre
la température en tout point de 2 a l'instant ¢y :

(CI) u(to,x) = ug(z), YVae,

la fonction ug étant connue. Cette condition s’appelle la condition initiale. Il faut d’autre part
savoir ce qui se passe sur le bord du domaine 2 en tout instant ¢ > tg. Ce sont les conditions
aux limites. Plusieur situations peuvent se présenter : on peut supposer que la température
est connue sur le bord de € :

u(t,z) = gi(t,x), Yxed, Vit>t.

On parle dans ce cas d’une condition aux limites de Dirichlet. Il est plus réaliste d’imposer le
flux de chaleur sur le bord de €2 :

q(t,z)-fi(x) = h(t,z), VaedQ, Vt>t.

D’apres la loi de Fourier, cette condition s’écrit :

ou
— =go sur O0f),
on
ou l'on a noté % la dérivée normale a la surface 02 :
ou =
on
et oll g9 = —%. Ce dernier type de condition aux limites est dit de Neumann. De facon

générale, on peut partager le bord 9€) en deux parties disjointes 91 et 0o, fixer la tempéra-
ture sur 02 et le flux de chaleur sur 0€2s. Dans ce cas, on 'appelle une condition aux limites
mixte.

Probléeme de la chaleur général : déterminer la ou les fonctions u, de [ty, +00[x( dans
R, satisfaisant le probleme aux limites :

ou f

(EDP) i alAu = ot Ve, VYit>i, (7)
(CI) u(to,x) = ugp(xz), Ve, (8)
(CL1) u(t,z) =gi1(t,x), Vaedl, Vt>to, 9)
(CL1) %(t,x) =g2(t,x), Yzedy Vit>i. (10)



Dans la suite, nous considérons un cas particulier plus simple de ce probleme : le probléme
stationnaire, c’est-a-dire le probleme dans lequel le terme source et les conditions aux limites
ne dépendent pas du temps. Dans ce cas, il est raisonnable de penser qu’en chaque point x
de 2, la température u(t,z) va, au cours du temps, évoluer vers une valeur indépendante du
temps, v(z). La fonction v ainsi définie sera alors une solution stationnaire du probléme de
la chaleur.

Probléme de la chaleur stationnaire : déterminer la ou les fonctions v, de 2 dans R,
satisfaisant le probleme aux limites :

(EDP') —alv = cj;’ Vo eQ, (11)
(CL1) v(z) =qi(z), Yae o, (12)
(CL1) %(m) = ga(z), Ve . (13)

L’équation (EDP’) est I’'équation de Poisson.
Finalement, si I’on suppose que le terme source est nul, ’équation obtenue :

Av =0,
s’appelle I’équation de Laplace.

Une fois modélisé notre probleme physique en termes mathématiques, plus précisément
sous la forme d’un probleme aux dérivées partielles, il faut le résoudre. Dans notre cours,
nous considérons que des problemes stationnaires, c’est-a-dire des problemes ou la fonction
u cherchée ne dépend pas du temps. Nous cherchons donc une fonction u, définie sur un
domaine Q de R? ou R3 (plus généralement, RY), qui satisfait une équation aux dérivées
partielles (EDP) et des conditions aux limites (C'L). Un tel probléeme s’appelle un probléme
aux limites.

Si 'équation (EDP) fait intervenir les dérivées partielles d’ordre n de w, il faut donc &
priori que la fonction u soit au moins de classe C™ sur 2. Or il se trouve que la plupart
du temps, aucune fonction u de classe C™ n’est solution du probleme (EDP) + (CL). Ceci
est du, soit a ce que le bord de 2 n’est en général pas régulier, soit a ce que le terme de
droite de ’équation (le terme source) n’est pas une fonction réguliere. On est donc amené a
rechercher des solutions moins régulieres, et en particulier a dériver des fonctions qui ne sont
pas dérivables. C’est ici que les outils d’analyse fonctionnelle entreront en jeu.

Chercher la solution de notre probléme ne consiste pas seulement a démontrer son existence
et son unicité. Il faut étre capable de la calculer. Or, la plupart du temps, la solution u de
notre probléme n’admettra pas d’expression simple. Il faudra donc se contenter de déterminer
des valeurs approchées de u, si possible avec un degré de précision arbitrarement grand.

La résolution d’un probleme physique s’effectuera selon le plan suivant :

1. Présenter un cadre mathématique rigoureux dans lequel notre probleme aux limites
est bien défini et admet une solution unique.

2. Calculer les valeurs approchées de cette solution.



1.2 Formulation variationnelle d’un probléeme aux limites

Considérons le probleme de Dirichlet homogene, consistant a déterminer la ou les fonctions
u définies sur un ouvert borné  de R? (avec d = 2 ou 3) telles que

—Au = f dans Q, (14)
u = 0 sur 0. (15)

Nous supposons f continue sur 2. Pour que ce probléme ait un sens, il est a priori nécessaire
que la fonction u soit de classe C? sur €.
Supposons u € C%(Q). Multiplions I’quation (14) par v € C$(Q). et intégrons sur Q. Nous

obtenons :
—/Auvdx:/fvdx.
Q Q

Rappelons que C}(2) est 'ensemble des fonctions v de classe C! sur 99 qui s’annulent sur
le bord de ©, c’est-a-dire vjpq = 0.

Nous utilisons maintenant la Formule de Green qui est un corollaire simple du théoreme
de Green-Ostrogradski.

Théoréme 1.2 (Formule de Green) Soient u € C?(Q2) et v € C1(Q). Alors,

/Auvdm——/ﬁu-ﬁvdm—i—/ a—ljvda,
Q Q o 01

%zﬁu-ﬁ.

on

Preuve. D’apres la formule de Green-Ostrogradski :

/ V- (vVu) dz = / (V) - it do.
Q o

avec

Ensuite, il suffit de remarquer que
V- (vVu) = Vv - Vu+ vAu

et
(vVu) - it = v(Vu - i) = vgg.

|

Puisque, par hypotheése v = 0 sur 012, le terme de bord de la formule de Green est ici nul.
Nous avons alors la propriété suivante :

Si Ia fonction u € C%(Q) est solution du probléme de Cauchy (14-15), alors elle satisfait
la propriété suivante :

upn =0 et VveC’é(ﬁ), /ﬁu-ﬁvdx:/fvdx. (16)
Q Q

Réciproquement, supposons que u € CZ(12) satisfait la condition (16). Alors, par la formule
de Green, on a

/Q(Au+f)vdx:o
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pour tout v € C}(Q2). L’espace C}(€2) est dense dans L (), donc cette propriété se généralise
a toute fonction v € L'(2) et en particulier & v = Au + f. Par conséquent,

/(Au+f)2dx:0
Q

et
Au+ f=0.

Donc, u est solution (14)-(15).

En conclusion : u € C?(€) est solution de (14)-(15) si et seulement si u satisfait (16).

La condition (16) est appelée la formulation variationnelle du probleéme aux limites (14)-
(15). Cette condition ne fait pas référence aux dérivées d’ordre 2 de la fonction u, contraire-
ment au probleme initial.

Nous allons étudier de problemes aux dérivées partielles par le biais de leur formulation
variationnelle.



2 Espaces de Sobolev

Ce chapitre est consacré aux espaces de Sobolev, espaces fonctionnels ol appartiendront
les solutions des problemes variationnels de certains problemes aux limites.

2.1 Espace des fonctions test

Soit € un ouvert de R?. Rappelons la définition de support d’une fonction.

Définition 2.1 Soit ¢ une fonction, définie sur Q a valeurs dans R ou dans C. Le support
de ¢ est l’ensemble

supp(p) = {z € Q: p(z) # 0}.

Les fonctions de classe C* a support compact jouent, en Analyse, plusieurs roles distincts,
également importants :

1. elles servent a localiser les fonctions, sans en dégrader les hypotheses de régularité,

2. elles servent a approcher des fonctions localement intégrables par des fonctions de
classe C°,

3. et c’est a partir des fonctions de classe C'°° a support compact et par un procédé de
dualité que 'on étend le calcul différentiel des fonctions aux distributions, qui sont des
objets plus généraux que les fonctions.

Définition 2.2 On appelle l’espace des fonctions test et on note D(2) (ou C°(2)) espace
des fonctions de classe C*° a support compact dans €.

Pour k € N, on note C¥(Q) ’espace des fonctions de classe C* a support compact dans
Q.

Remarque 2.1 Une fonction de D(QY) est nulle dans un voisinage du bord de Q. Plus préci-
sément, si p € D(RY), il existe K borné et fermé de R?, tel que p(x) = 0, pour tout v € Q\ K.

Exemple 1. On considere la fonction ¢ définie sur R? par

0 sifz|>1
wr= {03

e -7 sifzl <1

ou |z| désigne la norme euclidienne, c’est-a-dire

La fonction v est de classe C* sur R? comme composée de la fonction p définie sur R par

o(z) = e_% siz>0
0 siz<0



et la fonction de R? dans R définie par = + 1 — |x|2, toutes les deux de classe C*°. On montre
par récurrrence que, pour tout n € N, p(”) est de la forme

p(")(:z:) _ H, <ulv> s sz >0
0 six<O0
ou H, est une fonction polynémiale. De plus,
supp(¢)) = B(0,1) = {z ¢ R? : |z| < 1}.
Donc, ¥ € D(RY).

Exemple 2. Soit © un ouvert non vide de R? et on suppose que B(a,r) est contenue dans
Q. Alors, la fonction 1 (z) = p(r? — d(x,a)?), ot d(z,a) est la distance euclidienne de = & a :

d(z,a) = /(x1 —a1)2+ ... + (24 — aq)?,
vérifie 1) € D(Q).

Définition 2.3 (Suites régularisantes) On appelle suite régularisante (ou approximation
de l'unité) une famille (¢n)n>0 de fonctions définies sur R? vérifiant les propriétés suivantes :
pour tout n > 1,

6 € C°(RY), supp(én) C BO, L), 6,20 et [ ula)de=1,
]Rd

n
ou M > 0.
Exemple. On considére la fonction v de I'exemple précédent. On a ¢ > 0 sur R, ¢ > 0
sur B(0,1) et fRd x)dx > 0. On définit une fonction ¢ en posant, pour tout = € }Rd
Y(z)
P(r) = 75—
Jra ¥(@) dz

Il est clair que ¢ € C(R?), supp(¢) = B(0,1), ¢ > 0 sur R? et [;q ¢(z) dz = 1. On pose,
pour chaque n > 0,

On(x) = nte (nz) .

On vérifie facilement que (¢, )c>0 est une suite régularisante qui vérifie : supp(¢,) C B(0, %),
pour tout n > 1.

Rappelons que I'espace L2(£2) est muni de la norme définie par le produit scalaire :

(o) z2(e /f

Par la définition du support d’une fonction, v € L?(RY) est dit & support compact s'il
existe un compact K de R? tel que v = 0 presque-partout hors de K.
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Proposition 2.1 Soient u € L*(R?) et ¢ € D(RY) telle que ¢ > 0 et [pap(x)dx = 1. Le
produit de convolution ¢ xu est défini par

(¢ u)(z / P(z —y) y)dy:/quﬁ(y)u(w—

La fonction ¢ x u satisfait les propriétés suivantes :
1. ¢xu e C®(R?). En particulier, pour 1 <i < d et pour tout x € R% :

(¢ *u) 09

2. ¢xu € L2(RY) et
¢ * ull L2(ray < [Jullp2(ra)-

3. siu est a support compact, alors ¢ x u € D(R?). On a :

supp(¢ * u) C supp(¢) + supp(u).

Preuve.
1. Soit 1 < i < d. Soit z € R? fixé et t € R avec [t| < 1. On a, pour tout y € R?,
1
e =yt te)— o -0 -5l = |[e(Fe@-vron - 2w n)as

< Jtfe(ft])

avec €(|t]) — 0 quand |t| — 0 (puisque 38¢ est uniformément continue sur R?), ou

(e1,...,eq) est la base canonique de RY. Soit K un compact assez grand tel que x +
B(0,1) —supp(¢) C K. On a

9¢
(9%'2'

Vyd K, V|t|<1, o¢lx—y+te)—ox—y) —t—H(x—y)=

et donc

9¢
8952-

p(x —y +tei) — oz —y) —to—(z —y)| < [te([t)1x(y).

Par conséquent,

‘d)*u(a:—i—tei) —¢pxu(z) — t(g;i *u)(z)

< |t|€(\t\)/KU(y) dy < [t|vol (K)[lull 2 (ra)-

D’otu : 78(5)*,“) () = ((% *u)(x).

T4

2. Pour tout = € R?, par I'inégalité de Cauchy-Schwartz,

2 < (/ <z5($—y)dy> (/d¢(w—y)u2(y)dy>
= /cbx— (y) dy,

puisque fRd ¢(y)dy = 1. On en déduit, par intégration selon la variable z, que

65 uley < [ [ 0o =0t dydo = [ul e,

d(z —y)u(y) dy
Rd

11




3. Soit x € R? tel que = & supp(¢) + supp(u). Alors, pour tout y € supp(u), r —y &
supp(¢) (cas contraire, on aurait z = (z —y) +y € supp(¢) + supp(u)) et donc
é(x —y) = 0. On en déduit que ¢(x — y)u(y) = 0 pour presque tout y € R? et donc
¢ *u(x) =0. O

Théoréeme 2.1 L’ensemble D(R?) est dense dans L*(R?).

Preuve. Soit u € L*(R%) et ¢ € D(R?) telle que ¢ > 0 et Jga #(z) dz = 1. On pose, pour
chaque n > 0, ¢, (z) = nle (nz).
1. Cas particulier : u € C.(R%). Par la proposition 2.1, ¢, * u € D(R%) N L%(R?). La
fonction ¢ est & support compact alors, il existe M > 0 tel que supp(¢) C B(0, M).
Pour chaque n > 1, supp(¢,) C B(0, %) Soit € > 0. Pour z € R%, on a

(@nxu—u)(z)= [ ox—y)(uly) —ulr))dy = / ¢(z —y)(uly) —u(z)) dy.
Rd lz—y|<M/n

La fonction u est continue & support compact, alors elle est uniformément continue. Il
existe N € N*, tel que

M
Y (y, 2) cRY XRd7 ly — z| < N = |u(y) —u(z)| <e.

Alors, pour tout n > N,

(1 — ) (@) 55/ bz —y)dy < <.

lz—y|<M/n

De plus, si I’'on note K le support (compact) de u et K’ = K + B(0, M), pour tout
n>N,

lpn * u — ull p2(gay < / (¢ % u — u)(a)|? dz < e?vol(K U K').
KUK’
Do,
|¢n *u — ul[f2(gey — 0 lorsque n — +o0.

2. Cas général : u € L%(R?). L’espace C.(R?) des fonctions continues & support compact
dans R? est dense dans L?(R?). Pour chaque n € N*, il existe v, € C.(R%) telle que
[u —vnllL2@gay < 5. D’autre part, pour n € N* fixé,

Pk * vn — vnll L2ray = 0,

et alors, il existe k, € N tel que
1
[Pk, * vn — Vn|l 2(Ray < o
Donc,
1

Pk, * vn — ull L2(ray < [Pk, * U — Vnll L2(ray + v — ull L2(ray < o

La suite (un)nenN, avec u, = ¢y, * vp, est dans D(R?) et converge vers u dans L2(R?).
O
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Remarque 2.2 Soit u € L?(RY). On peut montrer que ¢,, * u converge vers u dans L?(R%),
oil ¢ () = n%¢ (nx) pour chaque n € N*,

Soit € > 0. Par la densité de C,(R%) dans L?(R?), il existe v € C.(RY) telle que |u —
V|2 (ray < 5. Donc,

[fn * (u—v)|L2may + [|Pn * v — V|| 2ray + [V — ul[ L2(Ray
2lu —vllp2may + [[Pn * v — V|| L2(Ra)-

[fn *u —ull 2ray <
<

Par le point 1 de la preuve précédente, il existe N € N* tel que, pour tout n > N, ||¢,, x v —
V|l p2(ray < §. Alors, pour tout n > N,

3
60 * u = ullp2(gay < 2lu = vl 2@y + 5 < &

Théoréme 2.2 Soit Q un ouvert de R%. Alors, D(Q) est dense dans L*(S2).

Preuve. Soient u € L?(Q) et € > 0. L’ensemble C,(9) est dense dans L?(£2). Alors, il existe
v € Ce(Q) tel que [[u —v[r2(q) < €/2. Notons @ le prolongement par 0 de v sur R\ 2. Alors
o€ L) et

|u = (Pn*D)allzzi) < llu—vlr2) + v = (¢n * D)jallr2(@)

IA

13 ~ ~
5t 19 = (P * 0)|| L2(rey-

Puisque ¢,, * ¥ tend vers @ dans L?(R?), il existe N € N tel que, pour tout n > N,

~ - g
19— (¢ * D) || L2(raey < 5

Alors, pour tout n > N,
Hu_(gbn*U)mHL? <e.
Il reste & vérifier que (¢n * ¥)|q € D(Q) pour n suffisamment grand.
Puisque v € C.(2), K = supp(v) est un compact contenu dans €. Soit o = d(K,R*\Q) > 0

NQ
. % M M
et M > 0 tel que supp(¢) C B(0, M). Alors, pour tout n € N* tel que n > & (<= - < a)
on a

M
supp(¢y * 9) C K + B(0,—) C K + B(0,a) C Q.

Comme ¢y, * 0 € C*(R?) (par la proposition 2.1), on en déduit que (¢, * ) € D(£2). m

2.2 Dérivées généralisées. Espaces de Sobolev

Nous aurons besoin d’un corollaire du théoreme de Green-Ostrogradski.

Proposition 2.2 Soient F de classe C! sur Q a valeurs dans R? et g de classe C1 sur Q.
Alors,

/Qg(x)div F(z)dx = —/QF(Q?) -Vyg(z)dx +/ g(o)F (o) -ii(o)do.

o0
En particulier, si f de classe C' sur Q & valeurs dans R, alors

| Ewawyds == [ 15l @ s+ [ atom(e)de

o0

ot nj est la j-iéme coordonnée de 1.
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Preuve. D’apres la Formule de Green-Ostrogradski, on a

/ div (9(z)F(z)) dx = / g(0)F(0) - fi(o) do.
Q

oN
Ensuite, il suffit de remarquer que
div (g(z)F (x)) = g(z)div F(z) + Vg(z) - F(z).
O

Soit © un ouvert de R%. Si ¢ est une fonction de classe C! & support compact dans Q &
valeur réelles et si 1 < j < d, alors

99 _ ‘ _
o 91 —(x)dr = /69 g(o)nj(o)do = 0.

En particulier, si f est de classe C! sur Q et si p € D(Q), on a

of
89:]( / J 83:]

Cela nous amene a définir la dérivée généralisée d’une fonction mesurable de la manieére
suivante.

Définition 2.4 Une fonction f € L*(Q2) admet une dérivée partielle généralisée (ou dérivée
faible), par rapport & zj, dans L*(Q) s’il existe une fonction g; € L*(Q) telle que

e D@, [y =- [ @32

On note alors g; = la dérivée partielle généralisée de f par rapport a x;.

0
83:]-
Remarque 2.3 Si elle existe, une telle fonction g; est unique. Supposons qu’il existe gj, h; €
L?(Q) telles que

| o@pta) s =~ [ r@52 @ = [ e dn

Alors,
Ve e D@, [ (g@) = hy()pla)dr =0,
et donc, par densité de D(Q) dans L*(S2), pour tout o € L*(Q). En particulier, pour ¢ = gj—h;
et donc gj — h; = 0.
Exemples.

1. Soit Q@ =] — 1,1[ et f(x) = mﬂx' , x € Q. Alors, f admet une dérivée généralisée dans
L?(Q) et f' = H fonction de Heav1s1de définie par

1 si 0<zx<1
H(x)_{() si —l<z<0

14



2. Formule de Leibniz : Si f € L%(Q)) admet une dérivée partielle généralisée (par
rapport a z;) et ¢ € D(Q), alors f¢ admet aussi une dérivée partielle généralisée (par
rapport a ;) et

of
(fw) o so+fa

Ox;j T

Définition 2.5 L’espace de Sobolev H'(Q) est ’espace des fonctions de L*(Q) qui admettent
des dérivées généralisées d’ordre 1 dans L*(S)), c’est-a-dire

of

€ L*(Q),V1<j<d}.
a J

HY(Q) = {f € L*() :

L’espace H'(f2) est muni du produit scalaire

(F19) 1) = (19 L2+Z el /fgd”z/jsiaawgg

et de la norme associée

d

113 = 1122y +

j=1

i
o,

@) /fzdﬂz/ <8$]>

On peut noter également :

<f|9>H1(Q)Z/Qfgder/Qﬁf-ﬁgdx

et
1121y = 112y + 19 £y = /Q Pt /Q 72 do.

Siz=(x1,...,24) est un vecteur de R%, nous notons |z| sa norme euclidienne canonique :

d
o =) il
i=1

Remarque 2.4 Il est clair que si f € C1(Q)NL3(Q) et si % € L?(2), pour tout 1 < j < d
J

(ici ng € L*(Q) désigne la dérivée partielle de f au sens usuel), alors f € H'(Q); de plus

les derlvees partielles au sens usuel coincident avec les dérivées partielles généralisées. En
particulier si 2 est borné, alors C1(Q) c HY(Q).

1/4
Exemple. On considére Q = {(z,y) € R?: (x — 3)* +y? < 3} et f(z,y) = <ln ﬁ) .
Puisque f € C*°(Q), pour montrer que f € H'(Q), il suffit de vérifier que

of af
2 2 2

dz d 00.
//Q(If(x,y)l +lg @yl + Iay(ﬂzy)l )dxdy < +
Pour cela, il sera utile d’utiliser les coordonnées polaires :

Q= {(rcosf,rsinb) : —g <h< g et 0 <r < cosf}.

15



Proposition 2.3 L’espace H(S)) est un espace de Hilbert.

Preuve. Soit (fn)nen une suite de Cauchy dans H'(Q). Donc, (fy)nen et (g—J;’;)neN sont

des suites de Cauchy dans L?(Q), pour tout 1 < j < d. L’espace L?(Q) est complet alors,
fn— fet af © — g; dans L?(2), pour tout 1 < j < d. Par la définition de la dérivée partielle

generahsee, pour tout ¢ € D(Q2), on a

9o Afn
n d d
/Qf Ox;j v 6%('0 -

En passsant a la limite lorsque n tend vers 400, on obtient, pour tout ¢ € D(Q),

9p
/famj do =~ [ gpd.
Donc, pour tout 1 <j <d, 5 af - =95 feHYQ) et ||fn— fllgr — 0.

Remarque 2.5

1. Soit (fy)nen une suite dans H(Q) telle que f,, — f dans L2(Q) et (V f,)nen converge
vers une limite dans (L2(R2))¢, alors f € HY(Q) et ||fn — fllg2 — O.

2. Etant donnée une fonction f définie sur €, on désigne f son prolongement par 0 en
dehors de €, c’est-a-dire

> v | flx) si ze
f($)_{0 si x e R\ Q.

Soient f € HY(Q) et a € C1(Q). Alors,
of e H'RY et ~—(af)=dn +

Lemme 2.1 Soient ¢ € L'(RY) et f € HY(RY). Alors,

1(md 9 8f
¢x feH (RY) et %W*f)—ﬁb

Théoréme 2.3 D(RY) est dense dans H'(R?).

Preuve. On utilise la convolution (qui rend les fonctions C°) et la troncature (qui rend
les fonctions & support compact).
Soit f € H'(R?).

(a) On choisit une suite régularisante (¢n)n>0. Alors, ¢, * f € C°(RY) et ¢, * f — f
dans L?(9).

(b) Soit p € D(R?) telle que

1 st Jz| <1 d
= < < .
p(x) { 0 si |o]>2 et VzeRY 1<p(x)<2

16



On définit la suite de fonctions troncature

n
On vérifie facilement, grace au théoreme de la convergence dominée, que si g € L*(R%) alors
png — g dans L?(R%).

(c) Pour chaque n > 1, soit

frn = pn(dn * f).
On a f, € D(RY),

1fn = 2

|pn(bn * f— f)+ pnf — fll2
@ * f— fll2+ llonf — fll2

IN

et donc || fr, — fll2 — 0.
Par le Lemme 2.1, pour tout 1 < 5 <d,

Ofn _ Opn of
Alors,
Ofn  Of dpn of . Of
‘ dzj  Oxjlf H Oz (On]) 2 i ’ pnlOnx 8%') 9zj ||,
1| dp of  of of  of
< —||IZ= - I - I
T on||0xj 17ll2 =+ @ = Ox;  0Oxj||, pn(‘%j oxjll,’
etdonc’g—i’;—a‘%Q%O. O

Dans le cas d’un ouvert  de R?, nous avons le résultat de densité suivant.

Théoréme 2.4 (Friedrichs) Soit f € H'(Q). Alors, il existe une suite (fn)nen de D(R?)
telle que

1. fuo — f dans L*(Q),
2. ﬁfnw — 6f‘U dans (L*(Q))?, pour tout U ouvert de R? tel que U C Q et U est
compact.

Le résultat suivant donne une caractérisation simple des fonctions de H((2).

Proposition 2.4 Soit f € L*(Q). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. fe H(9Q).
2. 1l existe une constante C > 0 telle que, pour tout 1 < j < d,

Vi € D(Q), < Cllglla-

Oy
/Q (@) o () d
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3. 1l existe une constante C > 0 telle que, pour tout ouvert U tel que U C et U est
compact et tout h € R? avec |h| < dist(U,R?\ ), on a

70 f = fll2 < CIhl,

ou . f(z) = f(z + h).
De plus, on peut prendre C = ||V f||2 dans 2. et 3.

Preuve. 1. = 2. est évidente.

2. = 1. Appliquer le théoreme de Hahn-Banach et le théoréme de représentation de
Riesz.

1. = 3. On suppose que f € D(Q). Soit h € R? et on pose

g(t) = f(z +th), teR.

Alors, ¢'(t) = h -V f(z + th) et donc
1 T
flx+h)— f(x)=9g(1) —g(0) = /0 g'(t)dt = /0 h -V f(x+th)dt.
Donc,

1
(@) — (@) < | /0 ¥ (ot th) dt,

et
1
/ mf(x) — f@)Pde < |h? / / ¥ f(a+ th)|? dt da
U U JOo

1
_ |h|2/ /|ﬁf(x+th)|2da;dt
0 U

1
. / / ¥ ()2 dy dr.
0 U-+th

Fixant |h| < dist(U,R?\ Q), il existe U’ ouvert tel que U’ C Q, U’ est compact et tel que
U + th C U’ pour tout ¢ € [0, 1] et donc

Imnf = £113 < |h|2/U, V)P dy < BV 5 (17)

Si f € HY(Q), il existe une suite (f;)neny dans D(Q) telle que f, — f dans L*() et
\Y fn— v f dans L?(U), pour tout U ouvert tel que U C Q et U est compact. On applique
I'inégalité (17) a f, et, en passant a la limite lorsque n — 400, on obtient 3.

3. = 2. Soit ¢ € D(Q). On considere un ouvert U tel que U C Q, U est compact et
suppy C U. Soit h € R? avec |h| < dist(U,R%\ ©2). D’apres 3, on a

' [ us = o ds| < el

D’autre part, comme
/(f(x +h) — f(z)e(x)) de = / FW)(e(y —h) —(y)) dy,
Q Q

18



on obtient

| 2= =2 gy < clel

Choisissant h = tej, t € R, et en passant a la limite quand ¢ — 0, on obtient 2. O

On peut généraliser la définition de I’espace H'(§2) en considérant des dérivées partielles
généralisées d’ordre k > 2.

Définition 2.6 Soit Q un ouvert de R? et k € N. L’espace de Sobolev H*(Q) est I’espace des
fonctions f € L*(Q) qui admettent des dérivées partielles généralisées d’ordre inférieur ou
égal a k dans L?(QQ), c’est-a-dire

o f

HWQ):{feL%Q)wﬂyeNdmzwem4gk,8(¥6L%Qn.
x
On rapelle que pour un multi-indice o = (avy, ..., ag) € N¢, on pose

o f ololy

o] = a1 + ...+ ag, = —&; ag
Or>  0z7'...0x,

L’espace H*(Q) est muni du produit scalaire

9°f 0%
(Floym = (flo)2+ D (Gpalgpalre
1<a|<k
et de la norme associée
%
oo fl?

e = {13+ D2

1<|a|<k

«
2

Théoréme 2.5 L’espace H*(Q) est un espace de Hilbert.

Exemple. La fonction f(x) = %'x‘, x €] — 1, 1], vérifie
feH(—-1,1[ mais f¢&H*(]—1,1].

Théoréme 2.6 Soit k € N. Alors, D(R?) est dense dans H*(R?).

2.3 Opérateurs de prolongement. Fonction trace

Il est souvent commode d’établir les propriétés des fonctions H'(2) en commencant par le
cas ot = R%. 1l est donc utile de savoir prolonger une fonction f € H'(f2) en une fonction
f € H'(R?). Ceci n’est pas toujours possible. Toutefois, si 'ouvert Q est régulier, on peut
construire un tel prolongement.

Notations : Soit z € R%. On écrit,

/

r=(2',24) avec ¢ eRY 2 = (1, ., Td-1),
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et on pose

On note le demi-espace R = {(z/,24) € R? : 24 > 0} et
Q= {("Ela'xd) € Rd : |.ZE/| <1, |xd| < 1}’

Q—i— = QﬁRi7
Qo ={(a,z4) eR?: |z/| < 1,24 = O}.

Lemme 2.2 Soit f € H'(Q). On définit sur Q la fonction f* prolongée de f par réflexion,
c’est-a-dire

fl@,—xzq) si 24<0

f*(ﬂf/,ﬁd) — { f(x/w%'d) st Tq > 0

Alors, f* € HY(Q) et

1 M 2@) < 20 2@ry, 1 @) < 207 i @4

Idée de la preuve. On montre que, pour tout 1 < j <d—1,
e~ (o)
8$]’ 8xj
ou (2L " désigne le prolongement par réflexion de 2L et
ox; g p g p ox;
o5 _(05Y
dry Ox;

of\"~ ., %(x’,md) si xg>0
(.’137336[): _Jaif .

873- b2; (2, —xq) si xq3<0

ou

Ce résultat reste inchangé si 'on remplace ()4 par Ri.

Définition 2.7 Soit Q un ouvert de R%. On dit que Q est & bord de classe C si, pour tout
z €T = 9Q, il existe un voisinage U de x dans R% et une application ® : Q — U bijective
telle que

2eCQ), ®'eCUl), B(Qy)=UNQ et ®(Q)=UNT.

Théoréme 2.7 Soit Q un ouvert borné a bord de classe C' de R% ou Q = Ri. Alors, il existe
un opérateur de prolongement P : H' () — HY(R?) linéaire tel que, pour tout f € H'(Q),

2. [Pfllp2may < Cllfllz2 o),
8. P fll g may < Clf -
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ou C' > 0 dépend uniquement de 2.

Preuve. On rectifie I' par cartes locales et on utilise des partitions de I'unité. O

Définition 2.8 (Partitions de 1'unité) Soit K un compact de R? et Uy, ..., Uy des ouverts
tels que K C Uy U...UUy. Alors, il existe des fonctions 01, ...,0; € D(RY) telles que

1. Pour tout 1 <j <k, 0<0; <1 etsuppb; C Uj,
k
2. Pour tout x € K, 37 o0;(x) = 1.

On note D(Q) I'espace des fonctions C*°(Q) et & support compact sur €.

Théoréme 2.8 (Densité) Soit Q un ouvert borné ¢ bord de classe C' de RZ. Alors, D(Q)
est dense dans H'(Q), c’est-a-dire, pour tout f € HY (), il existe (fn)nen dans D(Q) telle
que fn — f dans H*(Q).

Soit f € H'(Q). En général, il est délicat de donner un sens précis & fio puisque f € H Q)
est seulement définie presque partout (or 92 est négligeable) et f n’a pas de répresentant
continu.

Théoréme 2.9 (Trace) Soit Q un ouvert borné & bord de classe C* de R®. Alors, Iappli-

cation jo : D(Q2) — C(99Q) définie par jo(f) = flaq se prolonge en une application continue
j: HY Q) — L2(09Q). En particulier, il existe C > 0 tel que, pour tout f € H (),

15 () z200) < Clf a1 (@)

De plus, l'image de H*(2) par j est dense dans L*(0)). La fonction j est appelée la fonction
trace.

Donc, si  est un ouvert borné & bord de classe C! de R?, on définit
fiaa = i(f) € L*(99).

2.4 Formule de Green dans H'(0)

Le théoréme de trace permet de généraliser la Formule de la divergence a des fonctions de
HY(Q) :

Proposition 2.5 Soit Q un ouvert borné a bord de classe C* de R, Si F e (H'())% et
g € HY(), alors

/Qg(ac)div F(z)dx = — /Q F(z)-Vg(x)dz + / g(o)F (o) -ii(o)do.

o0N

ou 11 représente le vecteur normal unitaire a 02 orientée vers ’extérieur.

Remarque 2.6 Dans les intégrales de surface sur 99, il faudrait écrire j(g) et j(F) =g
(j(F1),...,7(Fy)) ala place de g et F. Cet abus de notation sera souvent employé.

21



— —

Preuve. D’apres le théoreme 2.8, il existe (g, )nen suite dans D(Q2) et (Fy,)nen suite dans
(D(Q))? telles que g, — g dans H'(Q) et F,, — F dans (H'())?. On obtient le résultat en
passant a la limite dans la formule de la divergence

/Q gn(@)div B (z) dz = — /Q Fo(@) - Vgn(x) da + / on(0)Fo(0) - i(0) do

o0N

La continuité de lapplication trace (théoreme 2.9) assure la validité du passage & la limite
dans l'intégrale de surface. O

Rappelons que H?(Q) est I’espace des fonctions f € L?(€2) dont toutes les dérivées par-
tielles d’ordre 1 appartiennent & H!'(Q). En particulier, ces dérivées partielles premieres
admettent une trace sur 92 (si 2 est assez régulier).

Proposition 2.6 Soit Q un ouvert borné a bord de classe C' de R?. Soient f € H*(Q) et
g € HY(Q). Alors,

| ar@gds =~ [ 1) Fg@as+ [ Fiorgoran
Q Q

a0 on

avec
of

779 = V(o) -ii(o).

Preuve. Si f € H2(Q) alors Vf € (H'(Q))? et il suffit ’appliquer la proposition précédente
avec F'=Vf. O

2.5 L’espace de Sobolev H}(Q)
Définition 2.9 Soit Q un ouvert de R%. On appelle H}(Q) I’adhérence de D(Q) dans H'(Q).

Proposition 2.7 L’espace H}(SY) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H* ().
Remarque 2.7 Comme D(R?) est dense dans H'(R?), on a
Hi (R = HY(RY).

Par contre, si 2 # R?, alors en général H}(Q) # H'(Q). Néanmoins, si Q = R4\ {0} et d > 2,
on peut montrer que Hi(Q) = HY(Q).

Si  est assez régulier, les fonctions de H{ (€2) sont les fonctions de H(£2) qui “s’annulent”
sur 0f€2.

Théoréme 2.10 Soient Q un ouvert de classe C* de R? et f € HY(Q). Alors, f € HL(Q) si
et seulement si f =0 sur 0€).

Soit © un ouvert de classe C! de R% et f € L2(Q2). Alors, f € H}(Q) si et seulement si la
fonction f € H'(R?), avec
>y | flz) st ze
1(@) _{ 0 si z€R%\Q,
of _of

et dans ce cas — = ——.
8.13]' al’j
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2.6 Inégalité de Poincaré

Théoréme 2.11 (Inégalité de Poincaré) Soit Q un ouvert borné de Re. Alors, il existe
une constante C' > 0 (dépendant de Q) telle que, pour tout f € H}(S2), on a

1£11Z2(q) < C/ﬂyﬁf(x)ﬁdx.

En particulier, ||f||H& = VS|l est une norme sur HE(Q) qui est équivalente & la norme

[AlV7en

Preuve. L’ensemble 2 est borné, alors il existe a,b € R, avec a < b, tels que
Qc{z=(z1,...,29) €R?:a <z <Db}.

Si f € D(Q), on peut la prolonger par 0 en dehors de Q et considérer que f € D(R?). Alors,
on a

fay= [ ggfl(t oo zg) dt

et donc

——(t,z1,...,2q)

1
[swra < o-a? [ | 2|

< (b-a) /Q 9 f (@) 2 da

1
2 2
dt) |

dx

b
|f<x>|gﬁb—a(/

Finalement, on obtient

Dans le cas général de f € HZ (), on raisonne par densité. O

Remarque 2.8 L’inégalité de Poincaré reste valable si ) est borné dans une seule direction,
c’est-a-dire, s’il existe 1 < j < d et a < b réels tels que

Qc{r=(x1,...,29) ERY:a < zj < b}.

Dans ce cas, on peut prendre C = (b — a)?.
Plus généralement, C' = (d(2))? ot d(£2) désigne le diametre de €.

Si © est borné (ou borné dans une direction), on peut définir sur Hg () le produit scalaire
ol = [ 91 Fola)da.
qui induit la norme ”fHH(} = ||Vf]l2 (norme équivalente & la norme | f]|z1).
Remarque 2.9 Soit Q un ouvert borné de R?. La fonction f définie par f(z) = 1, pour
tout x € Q appartient a I'espace H!(f2). Par un raisonnement par I’absurde, on déduit de

I'inégalité de Poincaré que f ¢ Hg(Q). Ceci prouve que, lorsque Q est borné, H}(S) est
strictement contenu dans H'(2) (et D(£2) n’est pas dense dans H'(Q)).
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2.7 Théoreme de Rellich
Théoréme 2.12 (Théoréeme de Rellich) Soit Q un ouvert borné de R%. Alors :

1. de toute suite bornée (fn)nen de HJ(Q), on peut extraire une sous-suite (fy(m))nen qui
converge dans L*(Q) vers une fonction f € H} (),

2. si Q est a bord de classe Ct, de toute suite bornée (fn)nen de HY(Q), on peut extraire
une sous-suite (fy(n))nen qui converge dans L*() vers une fonction f € H'(Q)

La démonstration de ce théoréme fait appel au théoreme de Banach-Alaoglu dans un
espace de Hilbert (démonstré en général dans le cours d’analyse fonctionnelle).

Théoréme 2.13 (Théoréme de Banach-Alaoglu) Soit H un espace de Hilbert. Toute
suite bornée (xn)neny de H admet une sous-suite faiblement convergente.
Autrement dit, pour toute suite (Tn)nen de H, il existe une sous-suite (Ty(y))nen €t un

élément x € H tels que :

VyeH, (Tpm)ly) = (z]y).

lim
n—-+o0o

Remarque 2.10 Soit Q est un ouvert borné de classe C' de R? et (f,,),en une suite bornée
de H(Q). Alors, par le théoreme de Rellich, il existe une sous-suite ( fom))nen de (fn)nen et
f € HYQ) tels que

im || fom) — fll2@@) = 0.

n—-+00
De plus, on peut choisir (fg(,))nen qui vérifie aussi :
L. f¢(n) — f presque partout sur €2,
2. pour tout g € H'(Q),
(fom)|9) o) — 0
et
[ 19 do < tmint [ 190 (o)

Exemples d’application :
1. Soit 2 est un ouvert borné de R%. La fonctionnelle J : H}(Q) — R définie par

10 = [ (FH@F + £@) = 7la) do

atteint son minimum sur H}(€2), c’est-a-dire,

3.fo € Hy() : J(fo) = inf J(F).

2. Soit  un ouvert borné connexe & bord de classe C' de R%. Soit N la semi-norme sur
H(Q) définie par

N(f) = 1 2o = /8 @) do

L’application || - || définie par :

171 = IV F 2y + N2(F), £ € HY(®),
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est une norme sur H'(Q2) équivalente & la norme || - || 1 (q)-

Par la continuité de la fonction trace, il existe K > 0 tel que, pour tout f € H(f),
N(f) < K| fll1(q) alors

1< (U4 KD f L (-

11 suffit alors de montrer qu’il existe C' > 0 tel que

Ve HYQ), |Ifllm@ <CIfI.

Supposons par l'absurde que le résultat n’est pas vérifié. Alors, il existe une suite
(fn)nen dans H(Q) telle que

n—-+0o

ol =1 et lim (/Q Iﬁfn(x)IQda:nL/aQ ]fn(a)|2da) =0.

Par le théoreme de Rellich, il existe une sous-suite (f4(n))nen de (fn)nen qui converge
dans L2(Q) vers une limite f € H'(Q). On a, pour tout n,m € N,

I fomy = Foem i) = o) = Fam)l T2 + /Q IV Foim) (@) = Y fom) (@) da.

Alors, (fy(n))nen est une suite de Cauchy dans H'(Q) et donc fy(,) converge vers f
dans H'(2). Par la continuité de N sur H*(R2), on a

L o
/Qrvm)r da:+/m!f(a)\ do — 0.

Donc, f est une constante et comme | f|[z2(a0) = 0, on conclut que f = 0. Mais,
IF iy = Hm (| fomllae) =1,

d’ou la contradiction. O
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3 Problemes aux limites elliptiques

3.1 Probleme de Dirichlet homogene

On considere I’équation aux dérivées partielles (en abréviation EDP) du second ordre :

{Au+u:f sur (18)

u=0 sur 0N

ou Q est un ouvert borné et de classe C' de R" et f est une fonction donnée sur .
La condition aux limites

u=0 sur 0N

s’appelle la condition de Dirichlet (homogéne).

Une solution classique de (18) est une fonction u € C?(12) vérifiant (18). Une solution
faible de (18) est une fonction u € H}(Q2) vérifiant

Vo e H} (Q), /6u-6vdm+/uvdx:/fvdx. (19)
Q Q Q

On dit que (19) est la formulation faible ou variationnelle de 'EDP (18).

Toute solution classique est une solution faible.
Soit u € C?(2) qui vérifie (18). Alors, u € H'(2) N C1(Q) et u = 0 sur 9N et donc, par
le théoreme 2.10, u € H(Q). En multipliant 'équation par v € H} () et en intégrant sur ,

on obtient
—/Auvdx—l—/uvd:r:/fvd:r.
Q Q Q

Par la Formule de Green (corollaire A.2), généralisée au cas f € H?(Q), g € H'(Q) et Q
ouvert borné régulier de R", et le fait que u = 0 sur 02, on obtient (19).

Toute solution faible assez réguliére est une solution forte.

Supposons f € L*(). Soit u € H}(2) N H?(Q) solution de (19). Alors, par la Formule de
Green,

Vo e HY(Q), /Q(—Au—l—u—f)vd:c—o.

On a —Au+u— f € L}Q) et D(Q) est dense dans L?(2). On conclut alors que
—Au+u— f=0 presque partout sur €.

Par le théoreme 2.10, on sait que u = 0 sur 9f2.

Pour démontrer ’existence et unicité de la solution faible d’un probleme aux limites
elliptique, nous aurons besoin du théoreme de Lax-Milgram.
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3.2 Théoréme de Lax-Milgram

Théoréme 3.1 (Théoréme de Lax-Milgram) Soit H un espace de Hilbert réel et a une
forme bilinéaire sur H. Si a vérifie les hypotheses suivantes :

1. a est continue, c’est-a-dire il existe C > 0 telle que
Vu,vo € H, alu,v) < C|lu|v].
2. a est coercive, c’est-a-dire il existe o > 0 tel que
Vue H, a(u,u)> alul®
Alors, il existe T : H — H linéaire continue telle que
Vu,vo e H, alu,v) = (T(u)v).

De plus, T est un isomorphisme de H, c’est-a-dire T est une bijection et T~ est continu.
En particulier, si L : H — R est une application linéaire continue, il existe un et un seul
u € H tel que
Vv e H, a(u,v)= L(v). (20)

Preuve. Pour tout v € H fixé, application v +— a(u,v) est une forme linéaire continue
sur H, alors par le théoréme de représentation de Riesz, il existe un élément de H, noté T'(u),
tel que a(u,v) = (T'(u)|v), pour tout v € H. Il est clair que T': H — H est une application
linéeaire et pour tout u € H,

(T(uw)lv)| = |a(u, v)| < Cllul]|v]
et, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
|17 () [ull = (T(w)[u) = alu,u) > aful?.

Donc, pour tout u € H,
aful < T ()] < Cllul-

Ces deux inégalités entrainent que 7" est un isomorphisme de H sur T'(H) et que T(H) est
sous-espace complet et donc fermé de H. Il suffit de vérifier que T(H)* = {0}. Siv € T(H)*,
alors pour tout u € H, (T'(u)|v) = 0. En particulier, pour u = v, on a

0= (T(v)[v) > ajv]?

et donc v = 0.
Si L: H — R est une application linéaire continue, par le théoreme de représentation de
Riesz, il existe un unique w € H tel que, pour tout v € H,

L(v) = (w|v).
alors u = T~ !(w) est I'unique élément de H tel que, pour tout v € H, a(u,v) = L(v).
Remarque 3.1 De plus, si a est symétrique (pour tout u,v € H, a(u,v) = a(v,u)), alors

u € H vérifiant (20) est caractérisé par la propriété :

we . %a(u,u) - L(u) = min <;a(v,v) - L@)) .
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Exemple. On applique le théoreme de Lax-Milgram, avec la forme bilinéaire

a(u,v)z/ﬁu-ﬁvdm—#—/uvdaz
Q Q

= /vada:,

pour montrer l'existence et unicité de la solution u € Hg () du probléme variationnel (19).

et la forme linéaire

3.3 Probleme de Neumann homogéene

Soit € un ouvert borné connexe de classe C! de R" et f est une fonction donnée sur €.
On considere le probleme :
{ ~Au+u=f sur

aﬁ—() sur Of) (21)

oll % = Vu - i désigne la dérivée normale extérieure de u et 7 le vecteur normal unitaire a
0f). La condition aux limites

ou
on
s’appelle la condition de Neumann (homogene).

Une solution classique de (21) est une fonction u € C?(2) vérifiant (21). Une solution
faible de (21) est une fonction u € H' () vérifiant

=0 sur 990

Vo e HY(Q), /6u'6vd$+/uvdx:/fvdx. (22)
Q Q Q

On dit que (22) est la formulation faible ou variationnelle de 'EDP (21).
Toute solution classique est une solution faible.

Soit u € C?(Q) qui vérifie (21). Alors, u € H'(Q2) N C1(Q). En multipliant 1’équation par
v € H(Q) et en intégrant sur €2, on obtient

—/Auvdw+/uvdajz/fvda:.
Q Q Q

Par la Formule de Green et le fait que gi‘ = 0 sur 012, on obtient (22).

Toute solution faible assez réguliere est une solution forte.

Supposons f € L2(9). Soit u € H'(2) N H?() solution de (22). Alors, par la Formule de
Green,

Vo e H(Q), /( Au + u) vd:c+/ vda—/fvda:. (23)
Q  On Q

En particulier,
Vv e D(Q), /(—Au—i—u—f)vdac:O.
Q

Donc,
—Au+u— f =0 presque partout sur €.
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Alors, d’apres (23), on a
ou
Vo e HY(Q —vdo =0.
ve H (Q), /(m il

Par le Théoreme 2.9, 'image de H'(f2) par la fonction trace j est dense dans L?(9f) et par
conséquent % = 0 sur 0.

On applique le théoreme de Lax-Milgram, avec la forme bilinéaire
a(u,v) = / Vu - ﬁvd:c—i—/ wodr, u,ve HY(Q),
Q Q

et la forme linéaire

L(U):/vadzv, ve HY Q)

pour conclure l'existence d'une et une seule solution u € H'({) du probleme variationnel
(22).

3.4 Un probleme mélé de Dirichlet-Neumann

Dans le cas d’'un probleme aux limites général, nous adoptons la méme démarche que
dans les exemples précédents. Nous commencons par déterminer la formulation variationnelle
du probleme aux limites en précisant bien dans quel espace fonctionnnel on se place (par
exemple : H}(Q) pour le probleme de Dirichlet, H'(£2) pour le probléeme de Neumann),
puis nous démonstrons l’existence et 1'unicité de solution du probleme variationnel grace au
théoreme de Lax-Milgram. La formulation variationnelle devra toujours étre écrite sous la
forme :

Vee H, a(u,v)=L(v),

ou H est un espace de Hilbert, L est une forme linéaire continue sur H et a est une forme
bilinéaire continue et coercive sur H.

En général, le choix de a et de L sont tres naturels, ils proviennent de ’application de
la Formule de Green au probléme aux limites initial. Le point délicat est, en général, de
démontrer que a est coercive.

Soit © un ouvert borné connexe et de classe C! de R% On considere le probleme aux

limites suivant :
—Aut+u=f sur

u=0 sur I (24)
g—%: sur I’y

ot 'on a décomposé le bord de € en deux parties disjointes I'y et I's, f € L?(2), g € L*(T3).
Soit
H={uec H(Q):u=0surT}.

H est un sous-espace vectoriel fermé de H'(2) et donc, H est un espace de Hilbert.
Pour u € H?(2), le probléeme aux limites (24) est équivalent au probléme variationnel

uek
{ YveE, a(uv)=L(v) (25)
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avec
a(u,v) —/ (ﬁu'ﬁv—i-uv) dx, L(v) —/fvdx—l—/ gvdo.
Q Q )

L’opérateur de trace sur I'y est continu de H(Q) sur L?(T'3), donc L est une forme linéaire
continue sur F. La continuité et la coercivité sur E de la forme bilinéaire a sont immédiates.
Le théoreme de Lax-Milgram s’applique et assure l'existence et unicité de la solution du
probléeme variationnel (25).

3.5 Probleme elliptique du second ordre

Soit  un ouvert borné connexe et de classe C! de R%. On considere des fonctions a;j €
CHQ), avec 1 < i,j < d, b; € C(Q), avec 1 < i < d et cog € C(Q). On considere I'opérateur

différentiel : 5
Lu = — 26
u Z 8.%’j ( »Ja > ( )
1<i4,j<d 1<i<d
et le probleme de Dirichlet :
—Lu=f dans
{ u=0 sur O (27)

ou f € L*(Q).
On appelle partie principale de 'opérateur £ 'opérateur différentiel

0 ou
Au = E ' 76.%]‘ <ai,j 695,) .
1<i,j<d

Une solution classique de (27) est une fonction u € C?(2) vérifiant (27). Une solution faible
de (27) est une fonction u € H}(2) vérifiant

Vo€ HY(Q), a(u,v) = /vada:. (28)

ou a est la forme bilinéaire définie par

> / 4 axl c’i:] dx_/<zb z) + co(z)ulz ))v(x)dx.

1<4,5,<d
(29)
Sous les hypotheses sur a; j, b; et cg, a est continue sur H{(Q) x H}(Q2). En général, cette
forme bilinéaire n’est pas symétrique et dans certains cas, elle est coercive . On prouve alors
Pexistence et I'unicité d’une solution faible de (27) par le théoreme de Lax-Milgram.

Définition 3.1 On dit que la partie principale de l'opérateur L défini par (26) est elliptique
s’il existe a > 0 tel que

d
Vz=(z1,...,29) €ERY Vaze, Z a; j(x)zizj 2a2|zi]2.
1<ij<d -
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Si la partie principale de L est elliptique, pour tout u € Hol(Q), on a

d
alu,u) = Z /Qal7](a:)§gl(a:)§;](x)dx+/g(sz@)g;i(:z)—l-co(x)u(:c)) u(z) dx

1<ij,<d
d
a/ V2 dz =3 bl Ha“
Q i—1 Oz;

En utilisant les inégalités de Poincaré, on conclut qu’il existe deux constantes C et Cs telles
que

Vv

leellz = llcolloo lulf3.
2

a(u,u) > C1[[Vull3 — Cellull3.
S’il existe Cy > 0 pour laquelle, on a
Vue Hy(Q), a(u,u) > Col|Vulj
alors le probléme de Dirichlet (27) admet une et une seule solution faible w.

Exemple. Si b; = 0, pour tout 1 < i < d et ¢y > 0 sur €2, B est coercive. Cas particulier,
a;; =0sii1#j,a;; =1et by =0 pour tout 1 <i < d et ¢g =1, alors Lu = Au + u.

3.6 Systeme de Stokes stationnaire

Un exemple de probleme elliptique fondamental quant a ses applications a la mécanique
des fluides est le systéme de Stokes. Soit £ un ouvert borné connexe et de classe C, f =
(f1, f2, f3) € (L?(2))3 et > 0. Le probléme de Stokes stationnaire consiste & rechercher des
fonctions i : Q2 — R3 et p : Q — R satisfaisant les trois conditions suivantes :

—uAui—i—@:fi dans €, 1<:¢<3
. 8.%'2 (30)
V-u=0 dans
u=0 sur Of2
Rappelons que
divi=v.q=3 U
i1 a.m

Nous allons chercher a résoudre ce probleme dans ’espace :
H={ie (H}Q))?:V-u=0}

Cet espace est une partie fermée de (H{ (2))3 et donc, c’est un espace de Hilbert pour la norme
induite par celle de (H}(2))3. En appliquant la formule de Green, nous pouvons montrer le
résultat suivant.

Proposition 3.1 Soient @ € HN (H?(Q))3 et p € L*(Q). Les deux propriétés suivantes sont

équivalentes :
0
1o —pAu+ <2 = f;, 1< <3,
8.%1'
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3
2. Vf)’e(H&(Q)):s,u/Zﬁui-ﬁvidx—/p(ﬁ-ﬁ)dx:/f-ﬁ'da:.
0 Q Q

La condition 2. n’est pas une formulation variationnelle et on ne peut pas appliquer
le théoreme de Lax-Milgram pour démontrer directement ’existence et I'unicité du couple
(i,p) € H x L*(Q). Nous allons raisonner en deux étapes. Tout d’abord, on élimine 'incon-
nue p : on construit un probléme variationnel dont la seule inconnue est la fonction 4. Puis,
une fois & trouvée, on cherche p.

_Supposons que (i, p) vérifie la condition 2. de la proposition. Alors, pour tout ¥ € H, on

aV . -v=0et donc

Ve H, a(u,v)=L(7), (31)
avec

3
a(i,v) = u/ ZVui -Vuidz, L(V)= / f-vdx.

Qi Q
L’inégalité de Poincaré permet de vérifier que la forme bilinéaire a est coercive dans H et
donc, par le théoreme de Lax-Milgram que le probleme variationnel (31) admet une unique

solution dans H. Supposons réciproquement que 4 est la solution de (31). Alors, la forme
linéaire F' définie sur (H}(2))3 par

est continue et s’annule sur H (c’est-a-dire, pour toutes les fonctions v € (H}(Q2))? de diver-
gence nulle). Donc, H C ker F. On peut alors démontrer qu’il existe p € L?(£2), unique & une
constante additive pres, telle que

Yu e (H Q)3 F(0) :/Qp(ﬁa) dz.

Le couple (i, p) ainsi trouvé est donc solution du probleme de Stokes.

Théoréme 3.2 I existe i € H unique et p € L*(Q), unique a une constante additive preés,
telles que le couple (U, p) est solution du probléeme de Stokes (30).
De plus, i est l'unique solution dans H du probléme variationnel (31).

3.7 Reégularité des solutions faibles

Définition 3.2 Soit Q un ouvert de R%. On dit que Q est de classe C™, m entier > 1, si
pour tout x € T' = 9Q, il existe un voisinage U de = dans R? et une application ® : Q — U
bijective telle que

deC™Q), dleCc™U), ®Q)=UNQ et Q) =UNT.
On dit que Q2 est de classe C™ si Q est de classe C™ pour tout m > 1.
Les principaux résultats de régularité sont les suivants :

Théoréme 3.3 (Régularité pour le probléme de Dirichlet) Soit Q un ouvert conneze
borné de R? de classe C?. Soit L un opérateur différentiel défini par (26) ot
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1. les coefficients a; ; de la partie principale sont de classe C sur Q et les coefficent b; et
co sont continus sur €2,

2. la partie principale de L est elliptique.
Si f € L?(Q) et u est solution du probléme de Dirichlet

u € HL(Q)
{ Vo e IOJ(%(Q), a(u,v) = [ fvde (32)

ol a est la forme bilinéaire définie par (29), alors u € H?(QY). Plus précisément, il existe une
constante C' (qui dépend de A et de Q) telle que

lullg20) < CUIfllz2@) + lull )

Preuve. Par hypothése, la partie principale de L, notée A, est elliptique. Alors, par
I'inégalité de Poincaré et le théoreme de Lax-Milgram, il existe un unique z € H}(2) tel
que

Yo € H} (), = > /aw 833 8x da:_/f
? J

1<4,5,<d

De plus, il existe C7 > 0 tel que

12l 1) < Cill fllz2(0)-

Si u est solution de (32), alors

Vo e HY(Q), Au,v) = /Qg(x)v(x) dz,

ou

o(w) = =3 bil@) 3 (@) a@u(e) + f@), w e

Alors, g € L?() et
lgllz2) < Co(ll fll2() + llull (o))

Pour démontrer le résultat, on peut donc se restreindre au cas ou £ = A.
Supposons donc a partir de maintenant que u est solution du probleme de Dirichlet

{ u € Hi(Q)
Vve Hy(Q), A(u,v) = [, fvdz

L’étape suivante consiste a localiser le probléeme a ’aide de partitions de 'unité. L’ensemble

Q est un compact de R?, alors il existe des ouverts Uy, ..., U, tels que
e QCUyU...UU,
e UyCQ.

Alors, par la proposition 2.8, il existe des fonctions ¢y, . . ., ¢, € D(R?) telles que
e Pour tout 0 <k <p, 0 <y <1 etsuppyi C Uy,
e Pour tout z € Q, >8_; or(z) = 1.
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On écrit u = Zizo pru. Alors, pour 0 < k < p,

_ 0 (2o Ov
A(‘pkuyv) - 1<%:§d/§2 Z,j( ) 8.%1 ( )8:10]( )d
_ a i (z ou ov 2 di o (o) pr . Ov }
_ K%;d/ @) 5 (@) g (@) d +1<§;<d/(2 @) G2 ) 5 @)
= Y [a@p @22 )
1<i,j<d i j
ou O 0 O
- i.j(@) 5 (@) 5~ (@)v(z) do + aij(@)u(@) 5~ () 5 — () dv
1<%:§d / Oz;~ ~ Ox; L <ZZJ:§ 4 / Ox; ~ Oz

Donc, par la formule de Green,

A(%%”)Z/gkvdm
Q

avec

ou 890k 0 - Oy
9 = feor = Z i o dx; Ox; Z ox;j (awu E):Ui> '

1<,5<d 1<4,5<d

On a g, € L*(Q), pru € HE() et de plus leur support est un compact de Uy. Dans les parties
suivantes, on va vérifier que les fonctions ¢yu appartiennent & H?(2) en distinguant les cas
k = 0 (régularité a 'intérieur) et k > 1 (régularité au bord).

Régularité a l’intérieur
Il s’agit de montrer que pou € H?(2). On prend 1y € D(Uy) qui vaut 1 au voisinage du

support de g et telle que 0 < ¥p(x) < 1 sur Uy. On considere, pour A > 0 et [ € {1,...,d},
la fonction
oz + Aep)u(z + Aep) — wo(z)u(z)

A )
ot e; désigne le l-itme vecteur de la base canonique de R?. On a wy € H&(Q) et, pour A
assez petit,

wy i (x) = Yo(z)

Vo e HY(Q), A(wag,v) = Taa(v) — Sxy(v)

Ty(v) = /Q el G )\e)l\) — U(x)wo(:c)gg(x) dx
et
NG Z / aij(x — Ae))bo(x _)\)\el) ai,j(z)do(z) (50;“) (x)({)a;j (2 — \ey) da

1<4,5<d

Les opérateurs Ty et Sy; sont des formes linéaires continues sur H{ (). De plus, pour tout
v e HHQ),

x — Aep) —v(x)
A

IToa ()] < [lgollz2 () <Ilgoll2@llvll 1 (0)

L2 (Q)

< llgollz2()
12(9)

o
axl
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et
d(ai 1)
81‘1

v
81‘j

1Sxi(v)| < Z

1<ij<d

Bx,-

‘3(90010

L (9) L2(Q) L2(Q) '

Les estimations sont indépendants de A, alors par le théoreme de Lax-Milgram, il existe une
constante C' > 0 (qui dépend de ||gol|z2(q), [lullg1(q)) telle que

lwx il @) < C.
Alors, par la proposition 2.4, pou € H?(Q).
Régularité au bord
On va montrer que pru € H%(S)), pour k > 1. Pour simplifier, on peut supposer que
UpNQ={z=(2',2q) € RY: ||2/|| <75 et Op(z)) < zq < by}

et
UpNQ={x=(2',2q) €RY: ||| <7 et Op(z)) < g < bp},

ol 0y est une application de classe C2 au voisinage de {2’ € R : ||2’|| < r} & valeurs dans
lak, by [ intervalle de R.
On considere le diféomorphisme F sur des ouverts de R¢ défini par

F(z) = F(z',24) = (¢, 24 — Ox(2)),
de difféomorphisme inverse
G(y) =G ya) = (v ya + Ok ().
La fonction @ = ¢ (G(y))u(G(y)) appartient & H(F(£2)) et est & support dans F(Uy), avec
FUINFQ) ={y=(y,y0) ERT=R"IxR: ||/ <rp et 0<yq<bp—0(¥)}

Sans perte de généralité, on peut supposer que le support de i o G est contenu dans O =

{y="ya) ERY: |Y/|| <rp et 0<yq<er}oite < by — SUP|y/(|<r, Ok(y’) (la zone que l'on

néglige se traite par les propriétés de régularité intérieure : cela revient a modifier i et ¢p).
On a que @ € H}(F(£2)) et & support dans Oy, est solution du probléme variationnel :

Vo€ HY(F(Q), A(a,v) = / gu dy,
F(Q)
ol g=groG et

=[S | Y GREMFHEW) ) G w g wd

) 1<p1<a \1<ij<d

On note, pour 1 < p,l <d,




On prend ¢y, € D(Uy) qui vaut 1 au voisinage de ¢y, et telle que 0 < ¢y(x) < 1 sur Ui. On
considere alors, pour A > 0 et m € {1,...,d — 1}, la fonction

wrm(y) = Yi(Gy) "2 = 1),

On a wy,, € HE(F(2)) et, pour \ assez petit,
Voe Hy(F(Q)), A(wam, v) = Tam(v) — Sxm(v)

avec

Tnlo) = [ 20 gy 600G dy
F(Q) A
et
ap (Y — Aem) Yk (G(y — Aem)) — api(y)Yr(G(y)) 0u | Ov
Sxm(v 1<;<d o \ @(y)@(Q—Aem) dy.

On peut estimer facilement les normes des opérateurs linéaires T),, et Sy, : pour tout

v € Hy(F(Q),

ov
T m (V)] < llgkllz2(0) Do
Ym L2 (F(0))
“ (e, 1t 0 G) 9 )
Qp 1Yk © U v
Sm() < 37 | RS o 5 .
1<pi<d Ym Loo(F()) 1 9Yp [ L2(F(0)) 1YL L2(F(0))

Les estimations sont indépendants de A, alors par le théoreme de Lax-Milgram, la norme
de wy , reste bonée dans H' et donc ay?;% appartient & L2(F(Q2)) pour 1 < p < d et
1<m<d-1.

Pour conclure, il reste a étudier la dérivée partielle seconde M On a

. w=|
/F o 4a) Setw) ayd Qly
avec 8 8"’
~ u
Q=i+ Y o (ap,my)ay) .
(pd)A(dod) 7P !

Comme Q € L?(F(f2)), on obtient que ad,d%(y) admet une dérivée partielle par rapport a
yq dans L?(F(2)). Par ellipticité de A, on a

2
oua) = Y (00 LG I Gw) 2 83| 21 (6) > o,
1<i,j<d v J i=1 v
ou

pour tout y € F'(€2). Finalement, on conclut que 3
a yg dans L2(F(R)).

On a donc obtenu que % € H?(F(Q)), c’est-a-dire ru € H?(Q). Le théoréme de regularité
est démontré. O

. admet une dérivée partielle par rapport
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Remarque 3.2 Sous les hypothéses du théoréme précédent, si f € H*(Q), ai; € CH1(Q)
et b;,co € C’k(ﬁ), pour tous 1 <i,j < d (avec k > 0), alors u € Hk+2(Q).

Théoréme 3.4 (Régularité pour le probléme de Neumann) Soit Q un ouvert conneze
borné de R? de classe C2. Soit L un opérateur différentiel défini par (26) ot

1. les coefficients a; ; de la partie principale sont de classe Cl sur Q et les coefficent b; et
co sont continus sur €2,

2. la partie principale de L vérifie : il existe Co > 0 telle que, pour tout v € H (),

— 27 27 > Vi
|A(v,v) /Q Z tijo dz| > Col| V| 12(0)

i Oy
Si f € L*(Q) et u est solution du probléme de Neumann

{ u € HY(Q) (33)

Vve HY(Q), a(u,v)= [, fode

ol a est la forme bilinéaire définie par (29), alors u € H?(Q). Plus précisément, il existe une
constante C' (qui dépend de A et de Q) telle que

lull 2y < CUIflz2(0) + llullF@))-

Preuve. Analogue a la démonstration du Théoreme 3.3.
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A Rappels d’analyse : calcul intégral et différentiel, analyse
hilbertienne

A.1 Rappels de calcul intégral

Dans toute la suite  désigne un ouvert de R¢ muni de la mesure de Lebesgue dz.

Théoréme A.1 (Convergence monotone) Soit (f,)nen une suite de fonctions mesurables
au sens de Lebesgque sur € a valeurs dans [0, 400 telle que, pour tout n € N, fp(x) < frni1(z)
pour presque tout x € Q. Alors, en notant f(x) = lim, 1o frn(z) (qui est défini pour presque
tout x € Q et a valeurs dans [0, +00[),

ngtilm/ngn(x) dx:/ﬂf(x) dzx.

Proposition A.1 (Séries de fonctions positives) Soit (f,)nen une suite de fonctions me-
surables au sens de Lebesgque sur Q0 a valeurs dans [0, +oo[. Alors,

(i) Vapplication x — Y fu(x) est mesurable au sens de Lebesgue de Q dans [0, +o00],

(i) on a l’égalité /Q Z fn(x)dx = Z /Q fn(x)dx.

neN neN

En particulier, si Y, -y [ fo(x) dz < +00, alors, pour presque tout x, on a Y 7 fa(z) <
+00.

Théoréme A.2 (Lemme de Fatou) Soit (f,)neny une suite de fonctions mesurables au
sens de Lebesgue sur Q a valeurs dans [0,+o00[ qui converge ponctuellement, pour presque
tout x, vers une fonction f. Alors,

/Qf(x)dxglﬁgl}rg/ﬂfn(x)dx

Théoréme A.3 (Convergence dominée) Soit (f,)nen une suite de fonctions mesurables
au sens de Lebesgue sur € a valeurs dans C telle que

(1) fo— [ p.p. surQ,
(13) il existe une fonction Lebesque-intégrable positive g telle que, pour tout n, | fn(x)] <
g(z) p.p sur Q.

Alors,

RETOO/an(x)dx:/Qf(x)dx.

Proposition A.2 (Séries normalement convergente)
Soit (fn)nen une suite de fonctions intégrables au sens de Lebesgue sur ) a valeurs dans

C telle que
E / | frn(x)|dx < +00
Q

neN
Alors,

(i) Pour presque tout x € 2, la série Y, . fu(x) est absolument convergente,
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(i) Uapplication x> Y fa(x) est intégrable au sens de Lebesgue de Q dans C,

(7i7) on a l’égalité / Z fn(z)dx = Z/ fn(x)de.

neN neN

Théoréme A.4 (Intégrale a parameétres) Soit E un espace métrique, f: Qx E — C et
Yo € E. On suppose que

1. pour tout y € E, x € Q — f(x,y) est Lebesque-intégrable,

2. pour presque tout x, la fonction y € E —— f(z,y) est continue au point yo,

3. il existe un vosinage V de yo et une fonction Lebesque-intégrable positive g tels que
VyeV, |f(z,y) <g(x) pp. sur Q.
Alors la fonction F :y € E— [, f(z,y) dx est continue en yo.
Théoréme A.5 (Dérivation sous le signe somme) Soient U un ouvert de RP et f: 2 x
U — R une application telle que

1. pour tout y € U, x € Q +—— f(x,y) est Lebesque-intégrable,

2. pour presque tout x, la fonction y € U — f(x,y) est de classe C' sur U (de dérivées
partielles notées df (z,9)),

3. il existe une fonction Lebesque-intégrable g telle que
. of
vyel, Visjsn, |o-(xy) <g(@) pp. sur Q.
Yj

Alors la fonction F :y e U — [, f(x,y) dx est de classe C! sur U, de dérivées partielles

OF of
=] ey

Théoréme A.6 (Théoréme de Tonelli - fonctions positives) Soient 1 C R% et Q9 C
R% deux ouverts et f: Qq x Qo — [0, +00] une fonction mesurable au sens de Lebesque. Alors

1. pour presque tout x € Qq, application y — f(x,y) est mesurable au sens de Lebesque
de Qo dans [0, +o0],

2. pour presque tout y € Qa, Uapplication x — f(x,y) est mesurable au sens de Lebesgue
de Q1 dans [0, 4+o0],

3. Uapplication v — fQ2 f(z,y) dy est mesurable au sens de Lebesgue de Q1 dans [0, +00],

4. Uapplication y — fQ f(z,y) dx est mesurable au sens de Lebesgue de Qo dans [0, +00],

5. on a l'égalité le (fQQ (z,y) dy) dx = fQ2 (le x,y) dx) dy.
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Théoréme A.7 (Théoréme de Fubini - fonctions intégrables)
Soient O C R et Qy € R%2 deus ouverts et f Q1 x Qg9 — C une fonction intégrable au
sens de Lebesgue. Alors

1. pour presque tout x € Qy, Uapplication y — f(x,y) est intégrable au sens de Lebesque
de Qo dans C,

2. pour presque tout y € Qa, Uapplication x — f(x,y) est intégrable au sens de Lebesgue
de €y dans C,

3. Uapplication x — sz f(z,y) dy est intégrable au sens de Lebesque de 1 dans C,

4. Uapplication y — fQ f(z,y) dx est intégrable au sens de Lebesque de Qo dans C,
5. on a l’égalité le (fQ dy> dr = fQ2 (fﬂl x,y) dx) dy.

Théoréme A.8 (Formule de changement de variables)
Soient ® un difféomorphisme de classe C' d’un ouvert U vers un ouvert 0 de R% et f une
fonction positive mesurable définie sur 2. Alors, on a

/f dw—/f DI s (v)| dy

o Jgp est le jacobien de ®. De méme, si f est une fonction intégrable au sens de Lebesgue
sur €, alors f o ®|Jg| est intégrable sur U et les deuz intégrales ont la méme valeur.

Exemples.

1. Coordonnées polaires : On considere Q = {(x,y) € R?: 22 +y? < 1} et f une fonction
positive mesurable définie sur 2.

Soit ®(r,0) = (rcosf,rsinb), avec r €]0,1[ et 6 €]0,2x[. Alors, |Jo(r,0)| =1 et

27 1
/ flz,y)dedy = / / f(rcosf,rsin@)rdrdf.
Q o Jo

2. Coordonnées sphériques : On considere Q = {(z,y,2) € R3 : 22 + 2 + 22 <1} et f
une fonction positive mesurable définie sur €.

Soit ®(r,0, ) = (rcosfsin g, rsinfsin p, rcos p), avec r €]0, 1], 0 €]0, 27| et ¢ €]0, 7]
Alors, |Jo(r,6,¢p)| = rsing et

s 2 1
// flx,y,z)dedydz :/ / / f(rcos@sinp, rsinfsin g, rcos p)rdrdf dp.
Q o Jo Jo

A.2 Rappels de calcul différentiel
A.2.1 Intégrales de surface

a) Si T est une courbe orientée paramétrée de R?, c’est-a-dire
F'={~(t):a<t<b}
oi1 v est une application C' de [a,b] & valeurs dans R?, on note do I’élément de longueur

do = ||¥'(t)] dt
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oit || - || est la norme euclidienne usuelle sur R?, de sorte que la longuer de I' est L = ff do.
Pour une fonction f continue définie au voisinage de I' & valeurs dans R, on définit
I’intégrale curviligne fr o) do par

/f da—/f DI @] dt.

Exemple. Soit T' = {(z,y) € R? : 22 + 32 = 1}. On considere ~(t) = (cost,sint), t €0, 2x].
Alors, [|7/(t)|] = 1, pour tout t €]0, 27, et

/f(U) do = T f(cost,sint) dt.
r 0

b) Si I est une surface paramétrée de R?, c’est-a-dire
I ={M(u,v): (u,v) € Q CR?*}

ol M est une application C' de Q & valeurs dans R?, on note do I’élément de surface

du dv,

M M
o= o]

ol | - || est la norme euclidienne usuelle sur R?, de sorte que la surface de I' est S = [}, do.
(On rapelle que A répresente le produit vectoriel @A b= (agbs — asbe, asby — a1bs, aiby — aghy)
et, que ||@ A b|| est la surface d’un losange de c6tés @ et b).

Pour une fonction f continue définie au voisinage de I' & valeurs dans R, on définit
Vintégrale de surface [, f(o)do par

M M
/f(o)da:// f(M(u,v) Ha /\a du dv
r (u,0)€Q v
L’intégrale de surface fF o) do ne dépend pas du paramétrage : si ¢ est un difféomorphisme
de U sur Qetsi N=Mo gi), alors on vérifie facilement que
N N
// f(M(u,v) H ddv—// Ha/\aud dy.
(u,w)eN (z,y)€

Exemple. Soit ' = {(z,y,2) € R3 : 22 + y? + 22 = 1}. En paramétrant T', en utilisant des
coordonnées sphériques, on a

I'={M(0,p) = (cosfOsinp,sinfsinp,cosp): 0<0<2r, 0<¢<m}.

Alors, ’élément de surface do est défini par

oM 8M
H H df dy = sin @ df dep.
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et
2 pm
/f(a)da:/ / f((cos @ sin g, sin O sin @, cos ¢)) sin ¢ df dp.
r o Jo

c) Si Q est un ouvert connexe borné de classe C* (k > 1), le bord T' = 99 est une
hypersurface de classe C* (une sous-variété de dimension d — 1), c’est-a-dire que 9Q = ®(U)
ot U est un ouvert de R%~! et ® est une application de classe C* telle que la diférentielle D®
est de rang d — 1 en tout point de U. On a 9Q = {®(z1,...,24-1) : (21,...,24-1) € U}.

On définit 'intégrale de surface do sur 02 a 'aide du parametrage local

f(a)da—/f(@(zl,...,zd1))H8(I)/\ 0%
[o)9) U

e dz.
821 8zd,1 N

On remarquera que si 9§ est une hypersurface plane (92 C R%~! x {0}), on obtient la
formule usuelle du changement de variable pour la mesure de Lebesgue.
A.2.2 Formule de Green

La formule de flux-divergence généralise la formule : ff f'(t)dt = f(b) — f(a), dans le cas
de la dimension d > 2. On considére ’ensemble :

Q= {(L’ = (wl,...,xd) S Rd : (ml,...,xd,l) € Qo, (I)(l'l,...,xd,ﬂ < xg < \If(xl,...,xd,l)},

ol Qg est un ouvert de R4, Par le théoreme de Fubini, on a

/ OF (ydu = /Q (Fy, W(y) — F(y, D(y))) dy

Lorsque €2 est un ouvert régulier de bord 952, on note do 1’élément de surface sur 952 et
7i(o) la normale sortante au point o € 9. On a alors la formule de flux-divergence ou formule
de Green-Ostrogradski.

Théoréme A.9 (Formule de Green-Ostrogradski) Soit F de classe C' sur Q & valeurs
dans R?%. Alors,

/Q div F(z) dz = / F(o) - () do.

o0

ot la divergence de F est définie par

OF;
(%ci '

d

divF=F F=3
i=1
Remarque A.1 Soit f de classe C? sur Q. Alors, v f est de classe C! sur Q et

d

J— 0% f
divVf = Z;W =Af.
Alors, par la Formule de Green-Ostrogradski,
/ Af(z)dz= [ Vf(o)-ii(o)do.
Q o0
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Corollaire A.1 Soient F de classe C' sur Q a valeurs dans RY et g de classe C' sur Q.
Alors,

/Qg(m)div F(z)dx = — /Q F(z)-Vg(x)dx +/ g(o)F (o) -1i(o)do.

o0N

En particulier, si f de classe C* sur Q a valeurs dans R, alors

of g
83:3( /f 37 T+ - f(o)g(o)n (o) do,

ot nj est la j-ieme coordonnée de 7.

Corollaire A.2 (Formule de Green) Soient f de classe C? sur Q et g de classe C' sur
Q. Alors,

| ar@gds =~ [ 916)-g@as+ [ iorgoran
Q Q o0
avec af . B

0 () = V(o) - (o)

Exemple. Soient Q1 = {(z,y) € R? : 2?2 +y?> <1} et O = {(z,y) e R? : 1 < 22 + 9% < 2}.
Soit u(z,y) = r avec r = /22 + y2. Alors, si (z,y) # 0,

. x
VU(.CL‘,y) = (;7 %) et Au(x,y) =

En utilisant le changement de variables en coordonnées polaires, on a

27
/ Au(z,y dxdy—/ / —rdrdf =27,
951 0

27 \/i 1
/ Au(z,y)drdy = / / “rdrdf =2(v2 - 1)
Qo o J1 T

Par la Formule de Stokes,

2m
/ Au(m,y)dxdy:/ ﬁf(a)-ﬁ(a)da:/ O"O'dO':/ df = 2m,
951 o0 o0 0

et

et

/92 Au(z,y)dzdy = /a% $ (o) (o) do

2 2
= / da—/ da:/ \/§d9—/ do =2(vV2 - 1)r.
a%—i—a%:Z of—i—og:l 0 0

A.3 Rappels sur les espaces de Hilbert

On considere E espace vectoriel sur K = R ou C.
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A.3.1 Projection convexe. Théoréme de représentation de Riesz

On appelle produit scalaire sur E toute application (-|-) : E x F — K telle que :
1. Pour tout y € E, 'application (-|y) — K définie par = — (z|y) est linéaire,
(a) siK=R, Vz,y € E, (y|lr) = (x|y) (propriété de symétrie),
(b) si K=C, Va,y € E, (y|z) = (z|y) (propriété de antisymétrie),
2. Pour tout x € E, (z|x) > 0 (positivité),
3. Pour tout z € E, (z|x) =0 <= x = 0 (définie positive).

Une application satisfaisant les propriétés 1, 2 et 3 (mais pas nécessairement 4) est appelée
un semi-produit scalaire. Si K = R (resp. K = C), on appelle (:|-) produit scalaire euclidien
(resp. hermitien).

Le couple constitué d’un espace vectoriel E et d’un produit scalaire sur E est appelé un
espace pré-hilbertien réel (si K = R) ou complexe (si K = C).
Exemples.
1. L’espace E = R? muni du produit scalaire : (z|y) = Z;lzl x;y;, est appelé I'espace
euclidien canonique de dimension d.
L’espace E = C¢ muni du produit scalaire : (z|y) = Z;-lzl x;y;, est appelé 'espace
hermitien canonique de dimension d.

2. Soit 2 un ensemble ouvert de R? et £2(£2) I’espace des fonctions mesurables au sens de
Lebesgue et de carré intégrable dans € & valeurs dans K. On munit £ d’une relation
d’équivalence

f~g < f =g presque partout sur {Q.

L’ensemble des classes d’équivalence £2/ ~ est noté L?(2) Comme d’habitude, on ne
distinguera pas entre les fonctions (dans £2) et les classes d’équivalence (dans L?).

La relation
(flg) :/Qf(l‘)g(m) dr si K=R,
o) = [ swiglaTds st %= C

définit sur L?(2) un produit scalaire.

3. On note £? 'espace des suites de carré sommable indexées par N : un élément de £2
oz = (1), i 12 »
est une suite x = (z;)jen de nombres complexes vérifiant 3, [2;]° < co. On vérifie

facilement que ’expression
(zly) = Z iy,
JjEN
est bien définie pour x,y € £?, et est un produit scalaire.

L’inégalité suivante est fondamentale dans 1’étude des espaces de Hilbert.

Proposition A.3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit E un espace vectoriel muni d’un
semi-produit scalaire (-|-). Pour tous x,y € E on a

[(z|y)| < VA{zlx)v/ (yly).
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Preuve : On peut supposer K = C. Si z,y € E, alors
ViER (x4 tylz + ty) = (x|z) + 2tRe(zly) + > (yly) > 0.

Si (yly) = 0, la fonction affine ¢t — (x|z) + 2tRe(x|y) est positive et donc constante, ce qui
entraine que 0 = (Re(z|y))? < (x|x){y|y) = 0.

Sinon, le polynome de second degré en t doit avoir un discriminant négatif ou nul et donc,
dans ce cas aussi, (Re(z|y))? < (x]x){y|y). Soit alors 4 un nombre complexe de module 1 tel
que

[{z[y)| = u(zly) = (uzly) = Re(uzly).
Alors,
[(ely)* = (Re(uzly))® < (uzluz)(yly) = (z])(yly),

puisque uu = 1. O

Remarque A.2 Cas d’égalité dans I’inégalité de Cauchy-Schwarz : pour x,y € E,
[{z|y)| = ||=||||yll si et seulement si = et y sont liés.

Corollaire A.3 Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-|-). La relation
2]l = v/ (z|x)
définit une norme sur E.

Preuve. 11 suffit de vérifier 'inégalité triangulaire. On a, pour tous z,y € F,

lz +yl* = lal® + yl* + 2Re(z]y)
<l 4+ gl + 20l 1yl
= (ll=ll + Nl D

Dans la suite, H est un espace préhilbertien, on notera (sauf précision contraire) (-|-) le
produit scalaire sur H et || - || la norme associée. On peut remarquer que la donnée de la
norme sur H permet de retrouver le produit scalaire, par exemple dans le cas ou K = C, par
les formules suivantes :

1

Re(zly) = 5 (lz +yl* = Iz = lyl*) ;

O |

1 .
Smfaly) = 5 (Il +ayll* = ll* = ly]*) -

Par exemple, si H = L?(2) (exemple 2 ci-dessus),

1/2
1l = (/Q |f|2dx> ,

1/2

si H=10,
2
Izl = | D |y
JEN
Une conséquence immédiate mais utile de la définition de la norme d’un espace préhilber-
tien est I'identité du parallélogramme.
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Proposition A.4 Six et y sont deux éléments d’un espace préhilbertien, alors

2 2

r+y
2

r—y
2

1
= 5= l* + Iyl

Définition A.1 Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet pour la norme
définie par son produit scalaire.

Exemples :

1. L’espace C™ des suites z = (z1,...,2,) de nombres complexes est muni du produit

scalaire hermitien suivant
n

(z|) = Z 262}
k=1
Les espaces normés de dimension finie étant toujours complets, ’espace C™ et plus
généralement les espaces pré-hilbertiens de dimension finie, appelés aussi espaces her-
mitiens, sont des espaces de Hilbert.

2. L’espace L?(Q) est un espace de Hilbert (oll  est un ouvert de R%).

3. L’espace £? est un espace de Hilbert.

Théoréme A.10 (Projection sur un convexe fermé) Soit C' un convexe fermé et non
vide d’un espace de Hilbert H. Alors, pour tout point x € H, il existe un unique point xc € C
tel que

r —xcol| = inf || — z||.

|z~ zcll = ing [lo — |

Ce point, appelé projection de x sur C et noté xc = Po(x), est caractérisé par la propriété
sutvante :
zoc €C et YVzeC, Re(r—zc|z—zc) <0. (34)
Preuve : Soit x € H. Démontrons d’abord l'existence de la projection de x sur C. Par
définition de & = inf,cc ||z — z||, il existe une suite (y,)nen de C telle que

1
|z — ynl® < 62 + e Vn > 1.

En appliquant 'identité du parallélogramme aux vecteurs x — y, et x — y,, pour n,p > 1, on
obtient
Yn — Up

2

2
= 5(lle - ynll® + 1z — ypl?).

2
- ]

’$_yn+yp

Puisque C est convexe, (yn + yp)/2 est un point de C' et donc

1” H2<1 1+1
g =l =5\ 5, p)’

ce qui démontre que la suite (y,)nen est une suite de Cauchy de C' et donc converge vers un
élément x¢ € C qui vérifie ||z — z¢||? = 62

Supposons ensuite qu’il existe deux points y; et yo de C tels que ||z —y1]| = ||z — y2|| = 9.
En appliquant 'identité du parallélogramme comme précédemment, on obtient ||y; —y2|? < 0,
c’est-a-dire y; = ys, ce qui démontre I'unicité de Po(x).

46



Vérifions maintenant que le point y = Po(z) vérifie la propriété (34). Si z € C, alors pour
tout ¢t €]0, 1] le point (1 — ¢)y + tz appartient & C' et donc

lz — (1 = t)y — tz]* > ]z — 1%,

c’est-a-dire
t2”y - sz + 2tRe(x — yly — z) > 0.

En divisant par ¢ puis en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient
Re(x —y|lz —y) <0.
Supposons réciproquement qu’'un point y € C satisfait (34). Alors, pour tout z € C,

Iz =) + (y = 2)II?
lz =yl + lly = 21* + 2Refz — yly — 2) > [lz -y,

lz — 2|

et donc y = Po(x). 0

Remarque A.3 Dans le cas ou K = R, la caractérisation (34) (ot Re ne figure pas) exprime
que z¢ = Po(z) est 'unique point y € C tel que, pour tout z € C, 'angle des vecteurs x — y
et z —y est obtus (c’est-a-dire supérieur ou égal a 7).

Soit A une partie d’un espace de Hilbert H. L’orthogonal de A dans H est I’ensemble noté
At formé des éléments orthogonaux a tous les éléments de A, c’est-a-dire

At ={ye H:Vzc A, (z]y) =0}.

Proposition A.5 Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H. Alors Pr est un opérateur
linéaire de H sur F. Si x € H, alors Pr(z) est l'unique élément y € H tel que

yeF et x—yeFL.
Corollaire A.4 Pour tout sous-espace vectoriel F' d’un espace de Hilbert H,
H=F&F*
En particulier, F est dense dans H si et seulement si F+ = {0}.
Corollaire A.5 (Critére de totalité) On dit qu’un sous-ensemble A de l’espace de Hilbert

H est total si Vect(A) est dense dans H.
Pour que A soit total, il faut et il suffit que A+ soit réduit a {0}.

Il est utile de comparer la notion de sous-ensemble (dit aussi systeéme) total & la notion
algébrique de partie génératrice (ou systeme de générateurs). On sait que A C H est un
systeme de générateurs si Vect(A) = H, alors que A est un systeme total si Vect(A) est
partout dense. Ces deux conditions coincident en dimension finie, mais en dimension infinie
la seconde est beaucoup moins exigeante.

On suppose que H est un espace de Hilbert. Le théoreme de représentation de Riesz
énoncé ci-dessous décrit le dual topologique de H. On rappelle que le dual topologique E’
d’un espace de Banach E est ’espace des formes linéaires continues sur F.
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Théoréme A.11 (Téoréme de Riesz) Soient H un espace de Hilbert et H' son dual to-
pologique. Soit T une forme linéaire sur H. Alors, T € H' si et seulement s’il existe y € H

tel que
Vee H T(z)= (z|y).

De plus, | T = |lyll-
Définition A.2 Une famille (z;);er de H est dite famille orthogonale si pour tous i # j,

x;Lxj. Une famille orthogonale dont tous les éléments sont de norme égale a 1 est dite
famille orthonormale (ou orthonormée).

Définition A.3 Une base hilbertienne de H est une famille orthonormale totale de H.

Exemple. Pour chaque n € Z et x €] — m, [, on définit e, (x) = \/%e"m. Alors, (e,,) est

une base hilbertienne de L?(] — m, 7|

Les bases hilbertiennes ne sont pas (sauf en dimension finie) des bases au sens algébrique
du terme. Un élément de H ne pourra pas s’écrire, en général, comme combinaison linéaire
finie des vecteurs de base, mais il pourra s’écrire (sous forme de série) comme limite de telles
combinaisons.

Théoreme A.12 Soit H un espace de Hilbert séparable et (e;)jen une base hilbertienne de
H.

1. Tout élément f € H peut se décomposer de facon unique sous forme d’une série
convergente dans H

F=>¢He; c(f) eC.

JeEN

Les composantes c;(f) sont données par

ci(f) = (ejlf),

et vérifient I’éqgalité de Bessel-Parceval :

1A% = lei (NI

jeN

2. Réciproquement, étant donnés des scalaires y; vérifiant >, [vi|? < +oo, la série
Zj vjej converge dans H et sa somme f vérifie c;(f) = v; pour tout j.

A.4 Espaces de Lebesgue L”

Soit 2 un ouvert de R%. Si 1 < p < +oco, on définit LP(Q) l'espace des fonctions f
mesurables au sens de Lebesgue sur 2 a valeurs dans R telles que

/ |f ()P dz < 400,
Q

1= ([ |f<x>|de);.
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Si p = 400, on définit L>°() lespace des fonctions f mesurables au sens de Lebesgue sur 2
a valeurs dans R telles que

dM >0, |f(z)] <M presque partout sur 2.

On pose
| flloo = nf{M > 0:|f(z)] < M presque partout sur Q}.

Pour tout 1 < p < 400, on munit £P d’une relation d’équivalence
f~g < f =g presque partout sur £2.

L’ensemble des classes d’équivalence £2/ ~ est noté E = L?(Q) Comme d’habitude, on ne
distinguera pas entre les fonctions (dans £2) et les classes d’équivalence (dans L?).

Définition A.4 (Espaces de Lebesgue LP) Soit 1 < p < +oo. On définit LP [’ensemble
des classes d’équivalence LP(Q)/ ~.

Théoréeme A.13 Soit 1 < p < 4o0. Alors, || - ||, est une norme sur LP(Q2). De plus, LP(2)
muni de cette norme est complet.

Les inégalités fondamentales sur 'espaces LP sont les suivantes :
Proposition A.6 (Inégalité de Holder) Si 1 < p < +c0 et % + % =1, s feLP(Q) et
g € LY(RQ), alors fg € L*(Q) et

jflf(x)g(x)ldx < 17 1lxllgllq-
Q

Proposition A.7 (Inégalité de Minkowski) Sil < p < +oo et f,g € LP(Q), alors f+g €
LP(Q) et
1f + gllp < [1f1lp + lgllp-

L’inégalité suivante est utile pour démontrer les résultats précédents.

Proposition A.8 (Inégalité de Young) Soient a,b € Rt et 1 < p,q < 400 tels que % +

% = 1. Alors

1 1
ab < —aP + b4,
p q
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