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Chapter 1
Généralités

Dans ce chapitre aride sont rassemblées les notions de base de théorie des probabilités qui seront utilisées
dans tout le cours!. Ces notions ne seront pas reprises dans le cours. L’espace de probabilité sur lequel
on travaille est noté €. Pour les démonstrations et de plus amples informations, consulter les ouvrages
de Breiman [?], Grimmett et Stirzaker [?], Jacod et Protter [?] ou encore Williams [?]. Voir aussi des
exercices dans [?] ou dans [?].

1.1 Tribu

L’espace € est un espace abstrait dont les éléments sont notés w. Un sous-ensemble de €2 est un
événement. Dans certaines parties de cours, on précisera la structure de §2 en construisant explicitement
cet espace. Dans la plupart des cas, la structure de €2 n’a pas de role a jouer. Par contre, lorsque 1'on
veut construire une variable aléatoire de loi donnée, un choix judicieux de €2 s’impose : il est impossible
de construire une v.a. sur un espace quelconque donné a l'avance. Cette difficulté s’accroit quand il
s’agit de construire plusieurs v.a. (ou une suite) indépendantes. Nous n’aborderons pas ces probléemes ici
(Voir Breiman [?]). On pourra regarder le paragraphe concernant ’existence d’une v.a. (voir ci-dessous)
pour une approche du probleme.

1.1.1 Définition d’une tribu

Définition 1.1.1 Une tribu (c-algebra en Anglais) sur 0 est une famille de parties de Q, contenant
l’ensemble vide, stable par passage au complémentaire, union dénombrable et intersection dénombrable.

Une tribu contient donc ’espace 2.
Un espace mesurable est un espace muni d’une tribu.

Proposition 1.1.1 Une intersection de tribus est une tribu.

Attention : ce n’est pas vrai pour la réunion : une réunion de tribus n’est pas une tribu.

Soit F une tribu. Une sous-tribu de F est une tribu G telle que G C F, soit A € G implique A € F.
La plus petite tribu contenant une famille d’ensembles est 'intersection de toutes les tribus qui conti-
ennent cette famille. Elle est en général difficile (voire impossible) & décrire plus précisement.

Exemple 1.1.1 Tribu des boréliens de IR. C’est la plus petite tribu contenant tous les intervalles
ouverts (ou fermés, ou ouverts & droite fermés a gauche...). On la note Br. On peut trouver des sous
ensembles de IR qui ne sont pas des boréliens, mais ils sont difficiles & exhiber. Voir Neveu [?].

LGive us the tools, and we will finish the work. Winston Churchill, February 9, 1941.
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8 Généralités

1.1.2 Mesurabilité

Définition 1.1.2 Soit (2, F) et (E,&) deux espaces mesurables. Une application f de 0 dans E est
dite (F,E) mesurable si f~1(A) € F, VAE€E, ou

FHA) Y {w e Qlf(w) € A}.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur les tribus employées, on dit simplement que f est mesurable.

Une fonction f de IR dans IR est borélienne si elle est (Br, Br)-mesurable, soit f~1(A) € Br, VAE€
Br. Il suffit que cette propriété soit vérifiée pour les intervalles A.
Les fonctions continues sont boréliennes.

Définition 1.1.3 Soit (Q, F) un espace mesurable. Une variable aléatoire réelle (v.a.r.) X est une
application mesurable de (2, F) dans IR ( donc telle que X 1(A) € F, VA€ Br).

Une constante est une v.a. de méme qu’une fonction indicatrice d’ensemble de la tribu F.

Proposition 1.1.2 Si X est une v.a.r. G-mesurable et f une fonction borélienne, f(X) est G-mesurable.

n
Une v.a. G mesurable est limite croissante de v.a. du type Z a;14, avec A; € G. Une fonction

i=1
n

borélienne est limite croissante de fonctions du type Z a;1 4, ot A; est un intervalle.
i=1

1.1.3 Tribu engendrée

Définition 1.1.4 La tribu engendrée par une famille d’ensembles A est la plus petite tribu contenant
cette famille, on la note o(A). Elle est l’intersection de toutes les tribus contenant A.

Si Fp et Fy sont deux tribus, on note F; V 3 la tribu engendrée par F; U Fy. C’est la plus petite tribu
contenant les deux tribus F7 et Fs.

Définition 1.1.5 La tribu engendrée par une variable aléatoire X définie sur (2, F) est I’ensemble des
parties de Q qui s’écrivent X 1(A) ou A € Br. On note cette tribu o(X).

La tribu o(X) est contenue dans F. C’est la plus petite tribu sur Q rendant X mesurable.

Une v.a.r. X est G-mesurable si o(X) C G.

Propriété: si Y est une application de  dans IR, o(X) mesurable (c’est-a-dire telle que Y~1(A4) €
0(X), VA€ Bp ouencore o(Y) C o(X)), il existe une fonction borélienne f, de IR dans IR telle que
Y = f(X), et réciproquement.

Définition 1.1.6 La tribu engendrée par une famille de variables aléatoires (Xy,t € [0,T]) est la plus
petite tribu contenant les ensembles {X; ' (A)} pour tout t € [0,T] et A € Br. On la note o(X;,t < T).

1.2 Probabilité

1.2.1 Définition

Une probabilité sur (€2, F) est une application P de F dans [0, 1] telle que

a) P(Q) =1,

b) P(US2A,) =307 o P(A,) pour des A, appartenant & F deux & deux disjoints.

Notation: P(A) = [, dP = [, 1 4dP ou 14 (fonction indicatrice) est la fonction définie sur Q par
Ta(w)=1siwe Aet Ta(w)=0siw¢ A.
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1.2.2 Propriétés

On a P(A) + P(A°) =1 pour tout A appartenant & F.

Si A C B, alors P(A) < P(B) et P(B) = P(A) + P(B — A), ot B— A= Bn A°.

Si les A, forment une suite croissante (resp. décroissante) d’éléments de F, c’est-a-dire si A,, C Ap41
(resp. Ap D Apt1), et si A =UpA, (resp. A=nN,A,) alors A appartient & F et P(A) = lim P(A4,).
Théoreme de classe monotone: Soit P et () deux probabilités sur (2, F, P) telles que P(A) = Q(A)
pour tout A € C, ou C est une famille stable par intersection finie et engendrant F. Alors P = @) sur F.
Remarque: on prendra soin, pour appliquer ce théoreme, de vérifier la stabilité par intersection de C
(c’est-a~dire de montrer que si Cy € C,Cy € C, l'intersection C; N Cy appartient & C).

1.2.3 Ensembles négligeables

Un ensemble est dit négligeable s’il est de probabilité nulle.

Une union dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable.

Une propriété est vraie presque surement (p.s.) si elle est vraie en dehors d’un ensemble négligeable.
On dit aussi que la propriété est vraie pour presque tout w.

Un espace (2, F, P) est dit complet s’il contient tous les ensembles G tels que inf{ P(F) : F € F,G C
F}=o0.

1.3 Loi de probabilité

Définition 1.3.1 Soit X une variable aléatoire définie sur (2, F, P). La loi de X est la probabilité Px
sur (IR, Br) définie par Px(A) = P{w; X(w) € A} = P(X € A), VA€ Bg.

On définit aussi la fonction de répartition de la variable X. C’est la fonction croissante définie sur IR
par F(z) = P(X < x).

Certains auteurs utilisent P(X < x) comme fonction de répartition. Les deux expressions ne différent
qu’en un nombre au plus dénombrable de valeurs de x, et les modifications sont minimes. La fonction de
répartition que nous utilisons ici est continue & droite, 'autre définition conduit & une fonction continue
a gauche, les deux fonctions étant égales en tout point de continuité.

La densité f(x) d’une variable aléatoire est la dérivée de la fonction de répartition (si cette dérivée
existe). On peut alors écrire P(X € A) = [, f(z)dz. En particulier P(X € [a,b]) f f(x)dz. 1l nous
arrivera alors d’utiliser la notation dlfferenmelle P(X € dx) pour désigner f(z )daz

Lorsque deux v.a. ont méme loi (ou méme fonction de répartition, ou méme densité) on dit qu’elles

sont égales en loi. On utilisera tres souvent la remarque élémentaire suivante : si X et Y sont deux v.a.
loi

telles que P(X < a) = P(Y <a),Va € IR, alors X et Y ont méme loi, ce que 'on notera X =Y.

1.3.1 Existence d’une v.a.

Pour construire une v.a. de loi donnée (par exemple une gaussienne), on choisit comme espace Q2 = IR.
Ensuite, on définit une v.a. (une application de 2 dans IR de fagon simple: X : w — w est application
identié. II reste & construire une probabilité P sur 2 = IR telle que X aie une loi gaussienne. Soit

P(dw) = \/%

w
exp —7dw. La fonction de répartition de X est

T 2

FX(x)zp(X<x):/ wezrP(dw) = [ \/%exp—%dw.

D’o’u X est une v.a. Gaussienne.
Si I'on souhaite construire deux v.a. indépendantes de loi gaussienne: on recommence, sur un autre
espace: soit 2 = €3 x 9, sur chacun des 2; = IR, on construit une v.a. et une probabilité telle
que la v.a. soit de loi gaussienne et on pose P = P; ® P,. Si on souhaite construire une v.a. de loi
exponentielle, on choisit Q = IRT.
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1.3.2 Espérance

L’espérance d’une variable aléatoire X est par définition la quantité [, XdP que I'on note E(X) ou
Ep(X) silon désire préciser quelle est la probabilité utilisée sur 2. Cette quantité peut ne pas exister.
Pour calculer cette intégrale, on passe dans “I’espace image” et on obtient, par définition de la loi de
probabilité [, XdP = [}, xdPx (z).

1l existe des variables aléatoires qui n’ont pas d’espérance, c’est-a-dire pour lesquelles I'intégrale fQ XdP
n’a pas de sens. On dit que X est intégrable si |X| a une espérance finie. On note L!(Q) I'ensemble
des v.a. intégrables.( ou L'(£, P) si 'on veut préciser la probabilité utilisée). L’espace L!(£2) contient
les constantes, les v.a. bornées et les v.a. majorées en valeur absolue par une v.a. intégrable.

De la méme fagon, on définit pour toute fonction borélienne @ telle que ®(X) soit intégrable (ce qui a
lieu par exemple si ® est bornée)

E(CIJ(X)):/@(X)dP:/ ®(x)dPx (z).

Q R

Si X admet une densité f, on a E(X) = [ zf(z)dz et E(®(X)) = [ ®(x)f(x)dz.

Si 'on connait E(®(X)) pour toute fonction ® borélienne bornée, on connait la loi de X: 1'égalité
E(®(X)) = E(®(Y)) pour toute fonction borélienne bornée ® implique ’égalité en loi de X et Y.
Attention : 1’égalité en loi n’est pas I'égalité presque sure. Par exemple, si X est une gaussienne

’ loi . ,
centrée, on a X = —X et ces deux variables ne sont pas égales presque surement.
En fait, il suffit que Pégalité E(®(X)) = E(P(Y)) soit vérifiée pour une classe suffisamment riche de

fonctions, par exemple pour les fonctions indicatrices de boréliens, ou d’intervalles, ou pour les fonctions
lot

de la forme e**, X € IR pour avoir X £ Y.
La fonction caractéristique d’une v.a.r. est la transformée de Fourier de la loi de X, c’est-a-dire la
fonction

P(t) = B(eX) = /IR e Px (dz).

Si X admet une densité f(x), la fonction caractéristique de X est [ e f(x)dz. La fonction car-
actéristique caractérise la loi de X au sens ou la connaissance de cette fonction détermine la loi de la
variable. Sila transformée de Fourier v appartient & L!(dx), c’est-a-dire si son module est intégrable par
rapport & la mesure de Lebesgue dz, la densité associée (unique) est donnée par la formule d’inversion

f0 =5 | T e g (t)de

:% .

La fonction W(\) def E(e*X) que I'on appelle transformée de Laplace caractérise aussi la loi d’une
variable. Mais dans ce cas il n'y a pas de formule d’inversion simple. Pour connaitre la loi d’un couple
(X,Y), il suffit de connaitre F(exp(AX + uY')) pour tout couple (A, ). Lorsque la v.a. X est positive,
on utilise de préférence E(e™*¥) comme transformée de Laplace, définie alors pour tout A > 0.

Exemple 1.3.1 Exemple fondamental : Si X est une variable gaussienne de loi N'(m,0?), on a

E(e*X) = exp(im + £2), VA€ R

et réciproquement.

Proposition 1.3.1 Propriétés de ’espérance a. L’espérance est linéaire par rapport a la variable,
c’est a dire
E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y),

a et b étant des réels.

b. L’espérance est croissante: si X <Y (p.s), on a E(X) < E(Y).

c. Inégalité de Jensen : si ® est une fonction convere, telle que ®(X) est intégrable, E(P(X)) >
P(E(X)).
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1.3.3 Intégrabilité uniforme

Une famille de v.a. (X;,4 € I) est dite uniformément intégrable si supif| |X;|dP — 0 quand
a — o0.

Sl existe Y € LY(P) telle que | X;| <Y, Vi, la famille (X;,i € I) est uniformément intégrable.

Xil>a

1.3.4 Indépendance

Définition 1.3.2 Deux sous-tribus F1 et Fo sont indépendantes si
P(ANB)=P(A)P(B),YA € F1,VB € F,.

Pour que deux tribus F; et F» soient indépendantes, il faut et il suffit que P(AN B) = P(A)P(B),
VA € C1,VB € Cy ou C; est une famille stable par intersection telle que o(C;) = F;.

Définition 1.3.3 Une variable aléatoire X est indépendante d’une sous-tribu G si les tribus o(X) et G
sont indépendantes.

Proposition 1.3.2 La v.a. X est indépendante de la sous-tribu G si et seulement si
P{AN(X <z)} =PA)PX <z)Vxe RVAeG.

Deux variables (X,Y") sont indépendantes si les tribus o(X) et o(Y") sont indépendantes.

Proposition 1.3.3 Les v.a. X etY sont indépendantes si et seulement si
P{X<2)n(Y <y)} = P(X <2)P(Y <y).Vr€ Ry R

Si X et Y sont indépendantes, E(XY) = E(X)E(Y). (La réciproque n’est pas vraie)
Si X et Y sont indépendantes, f(X) et g(Y) aussi.
Si X et Y sont indépendantes, on peut calculer E(p(X,Y")) de deux fagons :

E(p(X,Y)) = E(f(X)) = E(9(Y)),avec f(z)=E(o(z,Y)), 9(y) = E(p(X,y))
Proposition 1.3.4 Les v.a. X etY sont indépendantes si et seulement si
E(f(X)g(Y)) = E(f(X)) E(g(Y)) pour toutes fonctions f et g boréliennes bornées.

Il suffit que cette égalité ait lieu pour une classe suffisamment riche de fonctions f et g, par exemple
pour les fonctions indicatrices. Si X et Y sont a valeurs positives, il suffit que I’égalité soit vérifiée pour
f(x) = exp(—Az) et g(z) = exp(—px) pour tous A, u positifs.

Une famille de sous-tribus (F;,i € IN) est indépendante si toutes les sous familles finies le sont, c¢’est-a-
diresi P(Mi<i<ndi) = [[1<;<, P(A:),YA; € F;,¥Yn. Méme définition pour une famille non dénombrable.
Meéme définition pour une famille de variables aléatoires.

1.3.5 Probabilités équivalentes

Définition 1.3.4 Deuz probabilités P et QQ définies sur le méme espace (2, F) sont dites équivalentes
st elles ont mémes ensembles négligeables, c’est a dire si

P(A) = 0 <= Q(A) = 0.

Une propriété vraie P p.s. est alors vraie Q) p.s.

Si P et Q sont équivalentes, il existe une variable Y, strictement positive, F-mesurable, d’espérance 1
sous P appelée densité de Radon-Nikodym telle que d@Q = YdP ou encore Q(A) = fA YdP. On écrit
. . dQ . : . "
également cette relation sous la forme — =Y. Réciproquement, si Y est une v.a. strictement positive,

F-mesurable, d’espérance 1 sous P, la relation Eq(Z) = Ep(ZY') définit une probabilité @) équivalente
a P. Elle est facile & mémoriser par la regle de calcul formel suivante:

Eq(Z) = /ZdQ = /Z%dP: /ZYdP = Ep(ZY)
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1
On a aussi — = —.

dQ Y
SiY est seulement positive, on a P(A) =0 = Q(A) = 0 et on dit que @ est absolument continue par
rapport a P.

Exemple 1.3.2 1. Soit U une variable de Bernoulli sous P définie par
PU=0)=1-p, P{U=1)=p.

Soit Y la variable définie par Y = AU + (1 —U). Elle est d’espérance 1 pour Ap+pu(l—p) =1, A\, u > 0.
Soit d@ = YdP, on a Q(U = 1) = Ap. Sous @ , U est une variable de Bernoulli de parametre Ap.

2. Si X est une v.a. de loi N'(m,0?) sous P et soit Y = exp{h(X —m) — £h%c?}. Soit dQ = YdP.
Sous @, X est une v.a. de loi N'(m + ho?,0?).
Démonstration : Il suffit de calculer Eg{exp(AX)}) = Ep{Y exp(AX)} et de vérifier que Eg(exp \X) =

exp[\(m + ho?) + #]
3. Soit X est un vecteur gaussien sous P et U une variable telle que le vecteur (X, U) soit gaussien.

1
On pose dQQ = YdP avec Y = exp(U — Ep(U) — §Vaer)7 le vecteur X est gaussien sous @, de méme

covariance que sous P.

1.4 Variables gaussiennes

Une variable X est gaussienne de loi A'(m,o?) si elle a pour densité

N(m,o?)(x) = exp —

On considere qu’une v.a. constante suit une loi gaussienne de variance nulle, ce qui correspond a une
masse de Dirac. La mesure de Dirac d, au point a est une probabilité sur IR telle que [ f(x)d,(dx) =
R

f(a) et correspond a une v.a. constante égale a a.

Définition 1.4.1 Un vecteur X = (X1, Xo, ... ,Xn)T est gaussien? si toute combinaison linéaire Z?:l a; X;
est une variable gaussienne a valeurs réelles.

On caractérise la loi de X par son vecteur espérance et sa matrice de covariance

I'= [U’ivj]izl,n;jzl,n
ouo;; = E(X;X;)— E(X,;)E(X;). Laloi de X admet une densité si la matrice I' est inversible.

Si deux variables forment un couple gaussien de covariance nulle, elles sont indépendantes.

Si (X,Y) est un vecteur Gaussien, il existe a tel que X — aY est indépendant de X.

Si X et Y sont des gaussiennes indépendantes, aX + bY est une gaussienne et le couple (X,Y) est
gaussien. Ce n’est en général pas vrai si les variables ne sont pas indépendantes.

Enfin, nous rappelons une nouvelle fois le résultat important suivant

Proposition 1.4.1 Si X est une variable gaussienne de loi N'(m,0?), on a, pour tout \ réel, E(e*X) =

exp(Am + )‘22"2) . Réciproquement si pour tout A\ € IR, E(e**) = exp(Am + >‘22"2 ), la variable X est de

loi N'(m,a?).

1.5 Convergence de v.a.

L’espace (£, F, P) est fixé. Toutes les variables aléatoires sont définies sur cet espace.
On distingue plusieurs types de convergence:

2L’exposant T désigne la transposition
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1.5.1 Convergence presque siire

Une suite de variables aléatoires X,, converge p.s. vers X si pour presque tout w,
X, (w) = X(w) quand n — oco.

On note X,, 23 X

. . . . .. . . P.p.s.
Cette notion de convergence dépend du choix de P. Si @ est équivalente a P et si X, 2 X, ona
Xn Qﬁ;&
Théoreéme de convergence monotone: Si X,, est une suite de variables aléatoires monotone (soit X,, <
Xpt1) et si X =lim, ¢ X, on a E(X) =lmE(X,,) .
Théoreme de Lebesgue dominé: Si X,, est une suite de variables aléatoires convergeant p.s. vers X et
s’il existe une variable aléatoire Y intégrable telle que |X,,| <Y, alors E(X,,) converge vers F(X).

Théoréme 1.5.1 Loi des grands nombres. Si (X;,i > 1) est une suite de v.a. équidistribudes,
indépendantes d’espérance finie, %Z?:l X; converge p.s. vers E(X7).

1.5.2 Convergence quadratique, ou convergence dans L*(())

On note || X]||, =4 / X?2dP = y/E(X?). On identifie deux v.a. égales p.s., ainsi on définit ainsi la
Q
norme || - || sur Pespace des v.a. de carré intégrable. On dit que X € L?(Q2) (ou L*(, P)) si || X, < .

Soit X,, € L? et X € L2. La suite de variables aléatoires (X,,) converge en moyenne quadratique (dans
L?(Q)) vers X si
(| X, — X||y)? = E(X, — X)* = 0 quand n — oo.

Cette notion de convergence dépend du choix de P.
Si X,, — X dans L*(Q), on a E(X2) — E(X?). La réciproque est fausse.

L’espace L?(Q) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (X,Y) = fQ XYdP. En parti-
culier, il est complet.
Si une suite converge dans L2, il existe une sous-suite qui converge p.s.
Si une suite uniformément intégrable (par exemple bornée) converge p.s., elle converge dans L2.
Théoréme : (Loi des grands nombres) Si (X;,7 > 1) est une suite de v.a. équidistribuées, indépendantes
de variance finie , % >, X, converge en moyenne quadratique vers E(X7).
Si une suite de v.a. gaussiennes converge en moyenne quadratique, la limite est une variable gaussienne.

Soit p > 1. On note [|X|[, la quantité positive définie par (|| X|[,)? := Jo | X|PdP = E(|X[?). On
définit ainsi une norme sur I'espace LP(£2) des v.a. X telles que || X||, < co. Une suite de v.a. X,, dans
L? converge g'il existe X tel que E(X,, — X)? — 0. La convergence dans L? pour p > 1 implique la
convergence dans L? pour tout ¢, 1 < g < p.

1.5.3 Convergence en probabilité

Une suite de variables aléatoires X,, converge en probabilité vers X si
Ve>0 P(|X,— X|>¢€) — 0quand n — oo.
On note X, x.
La convergence p.s. implique la convergence en probabilité.
La convergence en probabilité implique qu’une sous-suite converge p.s.
La convergence quadratique implique la convergence en probabilité.

1.5.4 Convergence en loi

Une suite de variables aléatoires X,, converge en loi vers X si E(®(X,,)) — E(®(X)) quand n — oo
pour toute fonction ® continue bornée.
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On note X, £ X. La convergence en loi est également définie par la convergence simple des fonctions
caractéristiques, soit ¥, (t) — ¥(t) pour tout ¢, ou V¥,, désigne la fonction caractéristique de X,, et ¥
celle de X.

Si X est une v.a. de fonction de répartition F' continue, et si X,, est une suite de v.a. de fonction
de répartition F, telles que F,(x) converge vers F(x) pour tout x, alors X,, converge en loi vers X et
réciproquement.

La convergence en probabilité implique la convergence en loi.

Théoréme 1.5.2 Théoréme Central limite Si (X;,i > 1) est une suite de v.a. équidistribuées,
indépendantes, de variance finie o>
n
Zi:l Xl nE(Xl) £) N(O, 1) )
ovn

1.6 Processus stochastiques

1.6.1 Filtration

On va s’intéresser a des phénomenes dépendant du temps. Ce qui est connu & la date ¢ est rassemblé
dans une tribu F, c’est I'information a la date ¢.

Définition 1.6.1 Une filtration est une famille croissante de sous tribus de F, c’est-a-dire telle que
Fi C Fs pour tout t < s.

On demande souvent que les ensembles négligeables soient contenus dans Fy.
On parle d’hypotheses habituelles si
- les ensembles négligeables sont contenus dans Fy |,
- La filtration est continue & droite au sens ou Fy = Ng>yFs-
Une filtration G est dite plus grosse que F si F; C G, Vt.

1.6.2 Processus

Un processus stochastique (ou fonction aléatoire) est une famille de variables aléatoires (X;;t € [0, 00])
définies sur le méme espace de probabilité .

Définition 1.6.2 Un processus stochastique X = (X;,t > 0) est dit adapté (par rapport a une filtration
Fi) si X; est Fi-mesurable pour tout t.

On dit que le processus est a trajectoires continues (ou est continu) si les applications t — Xi(w) sont
continues pour presque tout w.

Un processus est dit cadlag (continu & droite, pourvu de limites & gauche) si ses trajectoires sont
continues a droite, pourvues de limites a gauche. Méme définition pour caglad.

A un processus stochastique X on associe sa filtration naturelle F;X, c’est & dire la famille croissante
de tribus F¥ = o{X,,s < t}.
On utilise souvent des processus dit prévisibles. La définition précise est la suivante: Soit (2, F, P) un
espace muni d’une filtration (F;). On appelle tribu des prévisibles? la tribu sur (0,00) x Q engendrée
par les rectangles de la forme

Is,t] x A, 0<s<t, Ae F;.

Un processus est prévisible si et seulement si Iapplication (¢,w) — X;(w) est mesurable par rapport a
la tribu des prévisibles. Pas d’affolement: il suffit de savoir que les processus cag sont prévisibles.

On dit que deux processus X et Y sont égaux a une modification pres si X; = Y; p.s. Vt.

Deux processus sont égaux en loi X Yy s pour tout (t1,ta,...,t,) et pour tout non a (X, Xy, ..., Xy,) ot

(}/;17-}/;27‘ .. 7Kn)'
On trouvera chapitre 8 d’autres définitions concernant des propriétés de mesurabilité.

31’expérience est une lanterne accrochée dans le dos, qui n’éclaire que le chemin parcouru. Confucius / Clifton
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1.6.3 Processus croissant

Un processus A = (A, t > 0) est un processus croissant si Ag = 0 et t — A, est une fonction croissante,
c’est-a-dire
Ar(w) < As(w), Yt < 5,p.s.

Sauf mention du contraire, les processus croissants sont pris continus a droite.
Un processus V = (V;, t > 0) est dit & variation bornée sur [0, t] si

supz Vi, —

le sup étant pris sur les subdivisions 0 <ty < ... <t; <ty < t.
Un processus V = (V;, t > 0) est dit & variation finie sur [0,¢] si

SEPZ“/MJA 7‘/*1| < 00,

<K,

le sup étant pris sur les subdivisions 0 < ¢y < ... <t; <t;41 <t.Un processus V = (V;, t > 0) est dit
& variation finie 8’1l est & variation finie sur [0, ¢] pour tout ¢. Il est alors la différence de deux processus
croissants (et réciproquement).

1.6.4 Processus Gaussiens

Un processus X est gaussien si toute combinaison linéaire finie de (X;,¢ > 0) est une variable aléatoire
gaussienne, c’est-a-dire si

Vn, Vt;,1 <1i<n, Va,, Za’iXti est une v.a.r. gaussienne.
i=1
Un processus gaussien est caractérisé par son espérance et sa covariance.
Un espace gaussien est un sous-espace (vectoriel fermé) de L?(€2) formé de v.a.r. gaussiennes centrées.
L’espace gaussien engendré par un processus gaussien est le sous espace de L?(f2) engendré par les
v.a.r. centrées (X; — E(X:),t > 0), c’est-a-dire le sous-espace formé par les combinaisons linéaires de
ces variables centrées et leurs limites en moyenne quadratique.

1.7 Espérance conditionnelle

L’espace (2, F, P) est fixé.

1.7.1 Cas discret

Rappel: Soit A et B deux événements (sous-ensembles de €2). On définit la probabilité conditionnelle

de A quand B par P(A|B) = P;’?g?), pour tout B tel que P(B) # 0.

Propriété: P(.|B) est une probabilité sur 2.
On peut définir ’espérance d’une variable par rapport a cette loi. Considérons le cas d’une variable

X a valeurs dans (x1,29,...,%,). Soit B fixé et Q(A) := P(A|B). On a alors en désignant par Eg
I’espérance par rapport a Q:

:ijQ(X:m] ij—xj)ﬂB)

On peut écrire P(X = x; N B) = [ Ix—y,dP (ot I x—,, est la fonction qui vaut 1 si w € (X = z;)
c’est-a-dire si X (w) = ;) et en remarquant que »; z;lx—,; = X ona:

Zaz] — xﬂ)ﬁB /XdP
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ce que l'on peut lire
/ Eq(X)dP = Eq(X)P(B) :/ XdP.
B B

On note E(X |B) = Eg(X) . Soit alors B la tribu engendrée par B et E(X |B) la variable aléatoire
définie par E(X |B) = E(X |B)lgp + E(X |B¢)1g.. On a

/DE(X\B)dP:/DXdP

pour tout élément D € B. On appelle espérance conditionnelle de X quand B cette variable aléatoire
B-mesurable.

Un cas particulier intéressant est celui ot ’'éveénement B est lié & une v.a.:
Soient X et Y deux v.a. & valeurs dans (z1, za,...,2,) (resp (y1,...,vd)), telles que Vi, P(Y = y;) # 0.
On peut alors définir P(X = z; |Y =y;) = u(z;;y;). On remarque que pour tout y;, u(.;y;) définit une
probabilité sur (z1,22,...,2,). On peut donc définir 'espérance de X par rapport & cette loi par

1
E(X|Y =y) ZZ%‘P(X:%‘\YZ%‘) Zzﬁjﬂ(ﬂﬁj;yi)zm y XdP.
J i Y=Y

On définit ainsi une fonction ¥ telle que ¥(y;) = E(X |Y = ;).
IL est facile de vérifier que

Z PY =y)E(X|Y =y;) = ZP(Y =) (yi) = E(¥(Y)) = E(E(X]Y)) = E(X)

On note ¥(Y) = E(X|Y). Clest l'espérance conditionnelle de X quand Y ou encore l’espérance
conditionnelle de X par rapport a Y. Cette fonction est caractérisée par

a) ¥(Y) est Y-mesurable,

b) E(®(Y)X) = E(®(Y)¥(Y)) pour toute fonction P.
(I suffit par linéarité de vérifier b) pour & = 1,,.)

1.7.2 Espérance conditionnelle par rapport a une tribu

Soit X une v.a.r. (intégrable) définie sur (2, F, P) et G une sous-tribu de F.

Définition 1.7.1 L’espérance conditionnelle E(X |G) de X quand G est l'unique variable aléatoire
a. G-mesurable
b. telle que [, E(X|G)dP = [, XdP, VAeg.

C’est aussi l'unique (d une égalité p.s. prés) variable G-mesurable telle que

E[E(X|G)Y] = E(XY)
pour toute variable Y, G-mesurable bornée.

Tl en résulte que si X est de carré intégrable, F(X|G) est la projection de X sur l’espace des variables
aléatoires G mesurables, de carré intégrable, c’est-a-dire la variable aléatoire G mesurable qui minimise
E[(X —Y)?] parmi les v.a. Y, G mesurables.

1.7.3 Espérance conditionnelle par rapport a une variable

On définit Pespérance conditionnelle d’une variable X (intégrable) par rapport & Y comme étant
Pespérance conditionnelle de X par rapport a la tribu o(Y). On la note E(X |Y). Clest une vari-
able mesurable par rapport a la tribu engendrée par Y, donc c’est une fonction de Y: il existe ¢ de IR
dans IR borélienne telle que E(X |Y) = ¢(Y).

L’espérance conditionnelle F(X |Y) est caractérisée par
a) c’est une variable o(Y) mesurable
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b) [LE(X[Y)dP = [, XdP VA€ o(Y).

La propriété b) est équivalente & E(E(X |[Y)¢(Y)) = E(X¢(Y)) pour toute fonction ¢ borélienne
bornée , ou a [y, E(X|Y)dP = [,z XdP pour tout B € B.

On utilise souvent la notation E(X |Y = y) pour désigner la valeur de 1 en y. On a alors
a) E(X|Y =y) est une fonction borélienne
b’) fB X‘Y—y)dpy fleBdeXy(a: y) VBEBR

1.7.4 Propriétés de ’espérance conditionnelle

a) Linéarité. Soit a et b deux constantes. E(aX +bY |G) =aE(X |G) +bE(Y |G).
b) Croissance. Soit X et Y deux v. a. telles que X <Y. Alors E(X |G) < E(Y |G).
¢) E[E(X|G)] = E(X).
d) Si X est G-mesurable, E(X |G) =
e) SiY est G-mesurable, E(XY |G) = YE(X 1G).
f) Si X est indépendante de G, E(X |G) = E(X).
g) Si G est la tribu grossiere (composée de l'ensemble vide et de ), E(X|G) = E(X).

h) Si G et H sont deux tribus telles que H C G alors E(X |[H)=E(E(X|H) |G)=E(E(X|G)|H). On
note souvent E(E(X |H) |G) = E(X|H |G)
1) Si (X,Y) sont indépendantes, et ¢ une fonction borélienne bornée, E(¢(X,Y)|Y) = [E(¢(X,y))]y=v
Cette derniere égalité signifie que, pour calculer E(¢(X,Y)|Y) lorsque les variables X et Y sont
indépendantes, on explicite la fonction U telle que ¥(y) = E(¢(X,y)), puis on remplace y par Y
pour obtenir la v.a. ¥U(Y).

On verra d’autres propriétés de 1’espérance conditionnelle dans le polycopié d’exercices. On utilisera

b b
sans modération la formule E(/ Xsds|g) = / E(XS|Q) ds dés que I'un des deux membres existe.

a
Remarque tres importante: les égalités précédentes ne sont vraies que p.s. et a condition que les v.a.

soient intégrables.

1.7.5 Variance conditionnelle

On définit Var (X|G) = E(X?|G) — E2(X|G). Cest une v.a. positive, en vertu de I'inégalité de Jensen:
Soit ¢ une fonction convexe. On a E(¢(X)|F) > ¢(E(X|F)).

1.7.6 Formule de Bayes

Soit P une probabilité et ) une probabilité équivalente & P définie par dQQ = LdP. On peut exprimer
I’espérance conditionnelle d’une variable sous () en fonction de I’espérance conditionnelle sous P :

Ep(LX|G)
Ep(L|G)

Eq(X|9) =
DEMONSTRATION: Il s’agit de trouver Z v.a. G-mesurable telle que
Eq(ZY) = Eq(XY)
pour toute v.a. Y G-mesurable. On écrit Eq(ZY) = Ep(LZY) = Ep(ZYEp(L|G)) et Eg(XY) =

Ep(LXY) = Ep(YEp(LX|G)) en utilisant la G-mesurabilité de Z,Y. L’égalité devant étre vérifiée
pour tout Y, il vient ZEp(L|G) = Ep(LX|G), d’ou 'expression de Z. A
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1.8 Loi conditionnelle

1.8.1 Définition

Soit (X,Y) deux v.a.r. La loi conditionnelle de X quand Y est la famille de lois sur IR notée pu(y, dx)
indexées par y (qui décrit 'ensemble des valeurs prises par Y) telle que

o0

ERCOY =y = [ @huly.do)
— 00
pour toute fonction ® borélienne bornée. La propriété s’étend aux fonctions ® intégrables par rapport

a p. Lorsque l'on connait cette loi conditionnelle, les calculs d’espérance et de variance conditionnelle
o0

se réduisent & des calculs d’espérance et de variance. En effet E[X|Y = y| = / xu(y, dz) est, pour
—o0
tout y, 'espérance d’une v.a. de loi u(y, dz).
Si le couple (X,Y) a une densité f(z,y), on peut montrer que

ply,dr) = T

f(x,y)dx
f(u,y)du

R

1.8.2 Cas Gaussien

Si le couple de v.ar. (X,Y) est gaussien (avec une densité ou non), la densité conditionnelle de
X aY est une loi gaussienne d’espérance linéaire en Y et de variance ¢ indépendante de Y. Il est
alors facile de retrouver la valeur de lespérance: E(X|Y) = aY + b implique E(X) = aE(Y) + b et
E(XY)=E(YE(X|Y)) = E(aY?) +bE(Y), dou

_ Cou(X,Y)

oy 0= E(X)—aE(Y), c=E(X?Y) - E*X|Y) = BE(X?) — E[(aY +b)?]

Ceci se généralise & un vecteur multidimensionnel : si (X,Y) est un vecteur gaussien, la densité condi-
tionnelle de X a Y est une loi gaussienne d’espérance linéaire en Y et de variance ¢ indépendante de
Y.

1.9 Martingales

1.9.1 Cas discret

On se donne une filtration, c’est-a-dire une famille de sous-tribus F,, croissante (telle que F,, C Fp41).
La tribu Fy contient les négligeables.

Définition 1.9.1 ef Une suite de v.a.r. (X,,n € IN) est une F,,-martingale si
X, est intégrable, Vn € IN
X, est F,-mesurable, ¥n € IN
E(Xps1 |Fa) = X, , ¥n € IN.

Propriété: E(X,4p|F,) =X, ,Vn € IN,Vp € IN.
Exemple: Si X,, = Y7 + ...+ Y, ou les Y; sont indépendantes équidistribuées centrées, X,, est une
martingale.

Cas multidimensionnel: Une famille de vecteurs (S,,,n > 0) telle que S,, est & valeurs dans IR? est une
martingale, si les familles (S{,n € IN) sont des martingales Vi, 1 <i <d.

1.9.2 Cas continu.

On se donne une filtration, c’est-a-dire une famille de sous-tribus F; croissante (telle que Fs C Fy, Vs <

t)
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Définition 1.9.2 Une famille de variables aléatoires (X, t € [0,00]) est une martingale par rapport d
la filtration (F) si

X est F, -mesurable et intégrable pour tout t.

E(X:|Fs) =X, , Vs <t.

Propriétés:

Si X est une martingale E(X;) = E(Xy), Vt.

Si (X¢,t < T) est une martingale, le processus est complétement déterminé par sa valeur terminale:
X; = E(X7 |F:). Cette derniere propriété est d’un usage tres fréquent en finance.

Définition 1.9.3 Une famille de variables aléatoires (X¢,t € [0, 00[) est une surmartingale (resp. sous-
martingale) par rapport a la filtration (Fy) si

X est Fy -mesurable et intégrable pour tout t

B(X,|F2) < X, , Vs <1 (resp. B(X, |F.) > X,).

Exemple 1.9.1 Si X est une martingale, alors, X2 est une sous martingale. Si X est une martingale
et A un processus croissant, X + A est une sous-martingale.

On dira que X est une martingale si la filtration de référence est la filtration naturelle de X. On fera
attention: la propriété de martingale dépend de la filtration et une F-martingale n’est en général pas
une G martingale si G est plus grosse que F.

Une martingale continue & variation bornée est égale a une constante.

En effet si M est une telle martingale et V' sa variation,

2
E(M?) =E [(Z(th - Mti) } < E[Visup|M,,, — My,|] < KE [sup|M,,,, — M,]]

i+1
et le membre de droite converge p.s. vers 0 quand on raffine la partition.

Proposition 1.9.1 Inégalité de Doob Si X est une martingale continue,

E(sup X2) < 4B(X%).

s<T

1.10 Temps d’arrét

On travaille sur un espace muni d’une filtration (F;). On note Foo, = (U F?).

1.10.1 Définitions

Définition 1.10.1 Un temps d’arrét est une variable aléatoire T & valeur dans IR U {400} telle que
{r<t}eF, Vte R.

Une constante positive est un temps d’arrét.
On associe & un temps d’arrét 7 la tribu F, dite des événements antérieurs a 7, définie* par F, = {A €
FoolAN{r <t} e F ,Vte R}.

Propriétés: Si T' est un temps d’arrét, T' est Fp mesurable.

Si S et T sont des temps d’arrét, S AT est un temps d’arrét. En particulier T' At est un temps d’arrét.
Si S et T sont des temps d’arrét tels que S < T, on a Fg C Fr.

Soit (X¢,t > 0) un processus et 7" un temps d’arrét fini. On définit X7 par Xr(w) = Xy (w)-.

Si un processus X est continu et adapté, X est Fpr-mesurable.

44 ’essentiel est de comprendre” Scipion, dans Caligula, Camus
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1.10.2 Théoreme d’arrét

Si T est un temps d’arrét et M une (F;)-martingale, le processus Z défini par Z; def Minr est une (F)
martingale. En particulier, E(Miar) = E(Mp).

Théoréme 1.10.1 Théoréme d’arrét de Doob: (Optional Sampling Theorem)
Si M est une (F;)-martingale continue et si S et T sont deux temps d’arrét tels que S <T < K, K
étant une constante finie, My est intégrable et

E(Mr|Fs) = Ms.
Ce résultat s’étend a tous les temps d’arrét si la martingale est uniformément intégrable.

Si M est uniformément intégrable, on peut montrer que M; converge p.s. et dans L' vers M., quand
t — oo et que Mg = F(My|Fs)

Proposition 1.10.1 Si pour tout temps d’arrét borné E(Xr) = E(Xy), le processus X est une mar-
tingale.

Remarque 1.10.1 Attention, si E(X;) = E(Xp) pour tout ¢, le processus X n’est pas une nécessairement
martingale. Un contre exemple est X; = fot M, du ou M est une martingale d’espérance nulle.

Si M est une surmartingale positive et 7 un temps d’arrét, F(M,) < E(My) ot on pose M, = 0.

Définition 1.10.2 Un processus M adapté caglad est une martingale locale s’il existe une suite crois-
sante de temps d’arréts T, telle que 7, — 00 et (M, ,t > 0) est une martingale pour tout n.

Une martingale locale positive est une surmartingale. Une martingale locale uniformément intégrable
est une martingale.

1.10.3 Processus de Markov

Cette notion est assez difficile, mais d’un usage constant. En langage vernaculaire, un processus est de
Markov si son comportement dans le futur ne dépend du passé qua travers le présent.® Soyons plus
précis.

Soit X un processus et (F;) sa filtration canonique. On dit que le processus est de Markov si, pour
tout ¢, pour toute variable bornée Y € F, I'égalité

E(Y o 9t|ft) = E(Y [¢] 0t|Xt)
ol 0 est I'opérateur de translation défini sur les applications coordonnées par X,, o 05 = X, 4.

Essayons une autre définition. Pour tout n, pour toute fonction bornée F' définie sur IR™, pour tous
<t <--- <ty

E(F(Xotty, Xotty, oy Xogt, )| Fs) = BE(F (Kot Xotta, s Kot )| Xs) -
Ceci implique en particulier que pour toute fonction f borélienne bornée
E(f(X)|Fs) = E(f(X3)|Xs),Vt > s.

Le processus est dit de Markov fort si la propriété précédente est vraie pour tout couple de temps
d’arrét finis 7', .S avec T > S.

54T ’avenir est la projection du passé, conditionnée par le présent”. G. Braque.
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1.11 Rappels d’analyse
1.11.1 Dérivation sous le signe somme

(oo}
Soit F(x) = / f(z,y)dy. Si f est continue et admet une dérivée partielle par rapport & z 9, f(x,y)
—00

continue bornée en valeur absolue par ¢g(y), |0.f(x,y)] < g(y) ol g est une fonction intégrable, alors

Fl(m) = /_Oo awf(m>y)dy

1.11.2 Espace complet
Un espace normé est dit complet si toute suite de Cauchy converge, i.e. si ||z, — x| — 0 quand
n, m — oo implique l'existence de z tel que z,, — z. L’ espace IR muni de la norme habituelle, ’espace

des fonctions L*(IR) muni de la norme || f|| = 1/ [ f?(x)dz, Pespace des v.a. L*(2) muni de la norme

|| X]|| = v/E(X?2) sont des espaces complet.

1.11.3 Théoreme de Lebesgue dominé
Soit f,, une suite de fonctions intégrables qui converge (simplement) vers une fonction f (f,(z) —

f(z),Vx). S’il existe g intégrable telle que | f,,(2)| < g(z), Va, alors/ fn(x)dx converge Vers/ f(z)dz.
R R
La fonction f est une fonction en escalier s’il existe une subdivision (¢;,t; < t;iy1,4 = 0,...,n)

telle que f est constante, égale & f; sur |t;,t;41] et nulle hors de [to,tn4+1]. On peut alors écrire

f= Z:L:l fi—lll]ti—hti]'
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Chapter 2

LE MOUVEMENT BROWNIEN

Le botaniste Robert Brown observe en 1828 le mouvement irrégulier de particules de pollen en suspension
dans l'eau. En 1877, Delsaux explique les changements incessants de direction de trajectoire par les
chocs entre les particules de pollen et les molécules d’eau. Un mouvement de ce type est qualifié de
“mouvement au hasard”.

En 1900, Bachelier, en vue d’étudier les cours de la Bourse met en évidence le caractere “markovien”
du mouvement Brownien : la position d’une particule a I'instant ¢t + s dépend de sa position en t, et
ne dépend pas de sa position avant t. Il convient d’insister sur le caractere précurseur de Bachelier et
le fait que la théorie du mouvement Brownien a été développée pour la Bourse, avant de I’étre pour la
Physique.

En 1905, Einstein détermine la densité de transition du mouvement Brownien par l'intermédiaire de
I’équation de la chaleur et relie ainsi le mouvement Brownien et les équations aux dérivées partielles de
type parabolique. La méme année, Smoluchowski décrit le mouvement Brownien comme une limite de
promenades aléatoires.

La premiére étude mathématique rigoureuse est faite par N. Wiener (1923) qui exhibe également
une démonstration de l'existence du Brownien. P. Lévy (1948) s’intéresse aux propriétés fines des
trajectoires du Brownien. Depuis, le mouvement Brownien continue de passionner les probabilistes,
aussi bien pour I’étude de ses trajectoires que pour la théorie de I'intégration stochastique (Wiener, 1to,
Watanabe, Meyer, Yor, LeGall, Salminen, Durrett, Chung, Williams, Knight, Pitman,...).

2.1 Le mouvement Brownien

On se donne un espace (2, F, P) et un processus (By,t > 0) sur cet espace.

2.1.1 Définition.

Le processus (B, t > 0) est un mouvement Brownien (standard) si

a) P(By =0) =1 (le mouvement Brownien est issu de lorigine).

b) Vs < t, By — B; est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance (¢ — s).

c)Vn, Wi, 0<ty<ty...<t,, lesvariables (B, — By, _,,...,Bt, — Bt,, Bt,) sont indépendantes.

La propriété b) est la stationarité des accroissements du mouvement Brownien, la propriété c) traduit
que le mouvement Brownien est & accroissements indépendants. On peut aussi écrire c) sous la forme
équivalente suivante:

¢’) Soit s < t. La variable B; — B, est indépendante de la tribu du passé avant s, soit o(By,u < s).
Nous ne démontrons pas U'existence du mouvement Brownien (MB dans la suite). On pourra consulter
l'ouvrage de Karatzas et Shreve (1988). On le construit sur “I’espace canonique ” Q = C(IR*, R) des
fonctions continues de IR* dans IR par B;(w) = w(t) et on munit cet espace d’une mesure (mesure de
Wiener) telle que B soit un MB.

23
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La filtration naturelle est F; = 0{Bs,s < t}. On lui ajoute de fagon implicite les négligeables. On
peut montrer qu’elle vérifie alors les conditions habituelles.
On s’autorisera a noter B(¢;) au lieu de By, la valeur de la trajectoire en ¢; pour des raisons de lisibilité.

2.1.2 Généralisation.

Le processus X; = a + B; est un Brownien issu de a. On dit que X est un Brownien généralisé ou un
MB de drift p si Xy = x + pt + o B; ou B est un mouvement Brownien. La variable X; est une variable
gaussienne d’espérance = + ut et de variance o>t.

Les v.a. (Xy,,, — Xy,,to < t1... <t,) sont indépendantes.

2.2 Promenade aléatoire

On peut montrer que le mouvement Brownien s’obtient comme limite de promenades aléatoires renor-
malisées. Cette propriété est exploitée pour des simulations.

Soit, sur un espace de probabilité (2, F, P) une famille de variables aléatoires de Bernoulli indépendan-
tes équidistribuées

)

1
P(X;=1) = P(X;=-1) = i IN*.

On dit que la suite S,, est une promenade' aléatoire. (Jeu de pile ou face).
On a E(S,) =0, Var (S,) = n.

So

51

0 T \/ " "

Promenade aléatoire

Remarquons que la suite (S, — Sp, m > n) est indépendante de (Sp, S1,...,S5,) et que S, — S, a

L“Charmante promenade, n’est-ce-pas?” Le professeur Tournesol. Tintin et les Picaros. 1964.
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méme loi que Sy, _1,.

On procede alors & une double renormalisation. Soit N fixé
* on rameéne l'intervalle de temps [0, N] & [0, 1]
* on change ’échelle des valeurs prises par S,,.

Plus précisément, on définit une famille de variables aléatoires indexées par les réels de la forme %,
k € IN, par

1
On a
k
E(U%) =0 et Var(U%):N.

Les propriétés d’indépendance et de stationarité de la promenade aléatoire restent vérifiées, soit
osik >k, U% — Uy est indépendante de (U%; p<k)
N

esik >k, ,Ux — Uy améme loi que Uj_y .
N N N

On définit un processus & temps continu (U;, t > 0) & partir de U% en imposant & la fonction

t — U, d’étre affine entre % et k—j(,l Pour cela, N étant fixé, on remarque que pour tout ¢t € IR, il

existe k(t) € IN unique tel que % <t< % et on pose

Ul = Uy +N(t—£) Uspr ~U

4 x )

2=

ot k = k(t).

Pourt = 1 on a U} = ﬁS ~- Le théoréme central-limite implique alors que U{¥ converge en loi
vers une variable aléatoire gaussienne centrée réduite.

On montre alors que le processus UV converge (au sens de la convergence en loi) vers un mouvement
Brownien B.
. . N £ N Ny £
En particulier U;¥ = By et (Uy),...,U;)) = (B, ..., By, ) pour tout k-uple (t1,...,1).

2.3 Propriétés

Dans ce qui suit, B = (B, t > 0) est un mouvement Brownien et F; = 0{Bs,s < t} est sa filtration
naturelle.

2.3.1 Processus gaussien

Proposition 2.3.1 Le processus B est un processus gaussien, sa loi est caractérisée par son espérance
nulle et sa covariance Cov(By, Bs) = s A t.

DEMONSTRATION: Le caractére gaussien résulte de > (a; By, = > i bi(By,,, — By,) avec a; = b; —
bit1,i <n—1,a, = b,. La covariance est égale & E(B;B;) car le processus est centré. Si s < t,

E(B:B;) = E((B; — Bs)B, + BZ) = E(B; — B;)E(B,) + E(B?) = s

A On peut généraliser: Le processus (X; = x + ut + 0By, t > 0) est un processus gaussien d’espérance
x + pt et de covariance E[(X; — E(X;)) (Xs — E(Xy))] = 0%(s A ).

2.3.2 Une notation

Il nous arrivera de noter E.(f(Bs)) l'espérance de f(Bs) quand B est un Brownien issu de z, sans
toujours faire cette précision. Cette quantité est égale & E(f(x + Bs)) ot B est un Brownien issu de 0
. De la méme fagon, nous utiliserons la notation P,(B;s € A) pour P(z + B, € A) et P, (B, € da) pour
la densité de la v.a. Bg ou B est un Brownien partant de z.
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2.3.3 Scaling

Proposition 2.3.2 Si (B;,t > 0) est un mouvement Brownien, alors
i) le processus B défini par B, = —B; est un mouvement Brownien.
it) le processus B défini par B, = %Bczt est un mouvement Brownien. (Propriété de scaling)
ii1) le processus B défini par By = tB%,Vt > 0, By =0 est un mouvement Brownien.

DEMONSTRATION: 11 suffit de vérifier le caractére Gaussien de ces processus et d’en calculer espérance
et covariance. A

2.3.4 Propriété de Markov

La propriété de Markov du mouvement Brownien est utilisée sous la forme (un peu plus forte que

s P d
la propriété de Markov) : pour tout s, le processus (Wy,t > 0) défini par W, f B;is — Bs est un
mouvement Brownien indépendant de Fj.

Théoreme 2.3.1 Pour f borélienne bornée, E(f(By)|F:) = E(f(Buy)|o(B:)) pour u > t.

DEMONSTRATION: On fait apparaitre les accroissements et on utilise les propriétés de 1’espérance con-
ditionnelle :
E(f(Bu)|F:) = E(f(Bu — By + B) |F) = ®(u —t, By)

avec ®(u — t,z) = E(f(By — By +x)) = E(f(Y + 2)) ou Y a méme loi que B, — By, soit une loi
N(0,u — t). Par les mémes arguments, E(f(B,)|o(B;)) = ®(u — t, B;). On a trés précisement

@(Sw):\/%/lRf(y)eXp—w;;)dy

A
Une autre fagon de décrire cette propriété est de dire que, pour u > t, conditionnellement & By, la
v.a. B, est de loi gaussienne d’espérance B; et de variance v — t. Alors

E(lp,<. |Fi) = E(lp,<z|0(B:)) = E(lp, <« |Bt)
pour t < u.

Proposition 2.3.3 Propriété de Markov forte:
Soit T un temps d’arrét a valeurs finies. On a alors E(f(Brys)|Fr) = E(f(Brys)|o(Br)). En

particulier, pour tout temps d’arrét fini T, le processus (Wy,t > 0) défini par W, def Biyr — Br est un
mouvement Brownien indépendant de Fr.

2.3.5 Equation de la chaleur

Soit g(t,x) la densité gaussienne centrée de variance t. On note

(y —x)?
2t

exp — =g(t,x—y)

(t,2,9) = —
q\t, x,y) =

V2t
la densité de transition du mouvement Brownien. C’est de fagon heuristique, la probabilité pour que
le mouvement Brownien soit en y sachant que t instants auparavant, il se trouvait en x, c’est aussi la

densité conditionnelle
P(Biys € dy|Bs = x) = q(t,z,y) dy

La densité de transition ¢ vérifie I’équation “forward”

dq B 8%q
a(f»%y) = 567?;2(157967?/)

et I’équation “backward”

dq _18%
a(talﬁy) = 5@(@%3/)’
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En utilisant cette notation et la stationarité des accroissements du MB, on obtient que pour toute
fonction f borélienne bornée

E(f(Br)|B =) = | T @) T — toay) dy.

Si I'on note u(t, z; f) la fonction

ult,aif) = /_Oo FW)a(t,a,y) dy = B(F(B, + o)) (2.1)
— BB == [ Tt et y)dy (2.2)

cette fonction vérifie (utiliser (2.1), I’équation backward et le théoréeme de dérivation sous le signe
intégral)

U(O,l‘;f) = f(l‘)
ou 10%u (2.3)

i o
ot + 2 9x?
Pour calculer E(f(Br)), il suffit de résoudre 1’équation aux dérivées partielles (2.3) et de remarquer

que E(f(Br)) = u(T,0; f).
On peut écrire, en utilisant E(f(B; + x)) = u(t, x; f)

T U 2
BUBr +2) 1) = uT: )~z ) = [ Mo, pyas=3 [ 2t s gy

En remarquant que (utiliser (2.2) et le théoréme de dérivation sous le signe intégral)

32

Gt = [ 1k gty = e ) = BB + 1)), (24)

on obtient
E(f(Br +x)) / E(f"(Bs+z))ds.

Cette formule sera généralisée dans le prochain chapitre en utilisant le lemme d’It6.
La fonction v(t, z; f) = u(T — t,x; f) est solution de

; v(Tép — f(@) 25
] 1 0%v .
o 2oz =0

et vérifie v(0,z; f) = E(f(Br + x)).

Proposition 2.3.4 Si f est une fonction de classe C} en temps et C¢ en espace,

E(f(t,z+ By)) = f(0,z) /E ' (8,7 + Bs) + fi(s,x + Bs)] ds

DEMONSTRATION:  Soit u(t, z; f) = E(f(t,x + By)). 1l est facile de vérifier, en utilisant (2.3) et (2.4)
que

Cziit(t x; f) = u(t,z;0cf) + u(t 2; 0z f)

En effet, on écrit u(t,z; f) = F(t,t,z; f) avec F(s,t,x;f) = E(f(s,x + By)). 1l reste a utiliser le
théoreme de dérivation des fonctions composées:

du 9] 0
ta: 1) = Dbt )+ (1t ) = B (5,04 B) + St 3000 f)

En intégrant par rapport a t

utasf) = u0zif) = [ Elfilsa+ B + 300 fsa+ B ds
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A
On peut généraliser ce résultat au processus X défini par X; = x+ ut +o0B;. La fonction u(t, z; f) =

E(f(t,x + pt + o By)) vérifie
du 1,
5 (o f) = 5o%ult, 2300 f) + pult, ;00 f) + ult, 23 0: f)

et u(0,z; f) = f(x). On définit £ le générateur du processus par I'opérateur

£(f) = 50 0ucf + 10 ]

Proposition 2.3.5 Si f est une fonction de classe C} en temps et C¢ en espace,

¢
E(f(t,x+ut+aBt)):f(O,x)Jr/ E[Lf(s,x+ ps+ oBs) + 0 f(s,z + ps + 0Bs)| ds
0

Théoreme 2.3.2 Si u est telle que Lu =0 alors u(t, By) est une martingale.
DEMONSTRATION: Les accroissements du Brownien sont indépendants.

E(u(t,By)|Fs) = E(u(s +t — 8,2 + Bi_s)|s=nB, = E(us(t — s, Bi—s))|s=B.
avec us . (t,y) = u(s+t,x +y). On a alors

t
E(us»(t —s,Bi—s)) = us,4(0,0) + / Lus (W, By )dw
0

Par hypothese, £(u) = 0 donc Lus, = 0. Il en résulte
E(u(t, Bt)|Fs) = us,2(0,0)|z=5, = u(s, B;)

et le théoreme est établi. Nous verrons ce résultat important dans un contexte plus général en application
du lemme d’Tto. A

2.3.6 Trajectoires

Nous admettons les résultats suivants:
Les trajectoires du mouvement Brownien sont continues.
Les trajectoires du mouvement Brownien sont p.s. “nulle part différentiables”.

Théoréme 2.3.3 Soit n fizé et t; = st pour j variant de 0 a 2". Alors Z?ll[B(tj) —B(tj_1)]* —t
quand n — 00, la convergence ayant lieu en moyenne quadratique et p.s..

DEMONSTRATION: Soit Z}* = Zf:l [B(t;)—B(tj—1)]?. Pour établuir la convergence en moyenne quadra-

tique, on doit montrer que E((Z —t)?) — 0, soit, puisque E(Z]') = t, Var(Z') — 0 ce qui se déduit
d

¢ 2m 2" " 2 tz

Var(Z}") = ZVar[B(tj) — B(t; 1)) = Zz (2”) = 2n+12ﬁ
J=1 J=1

(Nous avons utilisé que si X est de loi N(0,02), la variance de X? est 20%). On en déduit que
EQ oy (Z) — 1)) = Y0 55 < oo. Dot 307 [(Z7 —t)? < oo et le terme général de la série
converge p.s. vers 0. A
Proposition 2.3.6 Soit o une subdivision de lintervalle [0,t] caractérisée par 0 =tg <t1...<t, =t.
Soit Vi la variation de la trajectoire du Brownien sur [0,t] définie par Vi(w) = sup, >, |Bi,,, (w) —
By, (w)|. Alors Vi(w) = o0 p.s.

. 2" . .
DEMONSTRATION: sup, »_; |Bt,., — Bi,| > sup,, 3 ;o [Yi| avec Yi = Byr | — By ol les points sont

choisis comme précédemment: t; = £t. On peut majorer VA

272
2’71
) Z Vil
k=0

Quand n — oo, le terme sup | By, ,, — By, | tend p.s. vers 0, par continuité uniforme des trajectoires sur

i+1

Zj" < (sup|By;, | — By
k

k+1

2™ . . o . .
[0,t]. Le terme ), |Yx| est croissant en n et ne peut avoir de limite finie sans que Z}' ne converge
vers 0, ce qui n’est pas le cas. A
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2.3.7 Propriétés de martingale
a. Cas du Brownien

Proposition 2.3.7 Le processus B est une martingale. Le processus (B? —t,t > 0) est une martingale.
Réciproquement, si X est un processus continu tel que X et (X2 —t,t > 0) sont des martingales, X est
un mouvement Brownien.

DEMONSTRATION: Nous ne démontrons que la partie directe. La réciproque est plus difficile & établir
(Voir Revuz-Yor) mais trés utile.

L’idée est d’utiliser I'indépendance des accroissements pour calculer les espérances conditionnelles, et
d’utiliser la propriété F(X|G) = E(X) quand X et G sont indépendantes. Soit s < t.

E(B|Fs) = E(B; — Bs|F) + E(Bs|Fs) = 0+ By
De méme E((B; — Bs)?|Fs) =t — s et
E((B: — B,)*|F,) = E(B? + B2 — 2B, B,|F,) = E(B}|F.) + B? — 2B,E(B|F,) = E(B2|F,) — B

On obtient alors
E(B} —t|F,) = B —s.

Proposition 2.3.8 Soit By et Bs deur MB indépendants. Le produit By By est une martingale.

DEMONSTRATION: On peut le faire en utilisant le lemme suivant : Soit F et G deux tribus, X et Y deux
v.a. telles que X VF et G sont indépendantes ainsi que YVG et F. Alors E(XY|FVG) = E(X|F)E(Y|G).

Une autre méthode est d’utiliser que — (B + Bs) est un processus gaussien de covariance t A s, donc

V2

1
un mouvement Brownien et par suite §(B1 (t) + Ba(t))* — t est une martingale. Comme

S(Bu(0) + Ba(0))” — 1 = S(BI) — 1) + 3 (B3(0) — ) + Bu())Balt),
le résultat suit. A

Définition 2.3.1 On dit que B est un (Gi)-mouvement Brownien si B et (B} —t,t > 0) sont des
(Gi)-martingales.

Les propriétés données dans la définition 2.1.1. sont vérifiées. Si B est un (G;)-mouvement Brownien,
c’est bien stur un MB pour sa propre filtration.

Proposition 2.3.9 Pour tout X\ réel, le processus

(exp(AB; — $A%t),t > 0)

est une martingale.
Réciproquement, si X est un processus continu tel que (exp(AX; — %)\Qt),t > 0) est une martingale,
pour tout A réel, le processus X est un brownien.

DEMONSTRATION: Par indépendance
1 1
E(exp{\(B; — Bs) — 5A2(t — 8)}|Fs) = E(exp{\(B; — Bs) — §>\2(t -3}

L’espérance du second membre se calcule comme une transformée de Laplace d’une variable gaussienne.
On trouve

E(exp{\(B, — By) — %AZ(t —o =1

et
1 1
E(exp{AB; — 5A%}m) = exp{\B; — 5)\23}

La réciproque, facile, utilise la caractérisation des v.a. gaussiennes au moyen de leur transformée de
Laplace. A
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b. Généralisation

Proposition 2.3.10 Soit (Q, F, Fi, P) et B un (F;)-brownien sur cet espace. Si Xy = pt + o By, alors,
pour tout 3 réel, (exp(BX: — (uf + %02ﬁ2) t),t > 0) est une (Fy)-martingale.

Réciproquement, si X est un processus continu tel que (exp (8X; — (uB + %02ﬁ2) t),t > 0) est une Fy
-martingale, il existe un Fy-brownien B tel que Xy = ut + o By.

DEMONSTRATION: Nous savons que (exp(AB; — $A%t),¢ > 0) est une martingale. il reste & utiliser

que By = —(X; — ut) et de poser A = (o. AN

1
g
2.3.8 Temps d’atteinte

a. Cas du Brownien

Proposition 2.3.11 Soit (B;,t > 0) un mouvement Brownien et a un nombre réel. Soit

T, =inf{t >0;B; =a}.
Alors T, est un temps d’arrét fini p.s. tel que E(T,) = oo et pour A > 0

E(exp —AT,) = exp(—|a|v2X). (2.6)

DEMONSTRATION: La v.a. T, est un temps d’arrét. En effet, pour a > 0, on a

T, = inf{t > 0; B; > a}
On en déduit

{T, <t} = {Slgt)BS >a} = {Vedse@ :Bs;>a—¢}
) (ﬂee@+ Us<t, se@ {Bs > a — e}) .

La présence de @ est indispensable pour garder la dénombrabilité. L’égalité précédente montre que
{T, < t} est obtenu & partir d’opérations dénombrables d’union et d’intersection d’éléments de F,
donc appartient a cette tribu.

Pour calculer la transformée de Laplace de la loi de T}, soit E(e~*Ta)
temps d’arrét borné (par t) et le théoreme d’arrét de Doob:

, on utilise que t A T, est un

2
Vt, Elexp(ABiat, — /\?(t NTy))] =1

Lorsque t — oo, sur 'ensemble ou Ty, est fini on a Byar, — Br, = a et
2

exp <)\Bt/\Ta — %(t A Ta)) — exp(Aa —

2

T,
5 1a)

Sur l’ensemble ou Ty, est infini, Biar, < a et (¢AT,) =t — oo, par suite

2

exp ()\BMTQ — /\?(t A Ta)) —0.

On obtient, apres passage a la limite, en utilisant le théoréeme de Lebesgue dominé
2

A
(on majore exp ()\BMTQ — 7(75 A Ta)> par e?),

)\2
E(lr, < eXP(—?Ta)) = exp(—al),

on en déduit que T, est fini (faire A = 0) et la transformée de Laplace de Tj,. Pour obtenir E(7,), on
dérive par rapport a A et on fait A = 0.
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On pourrait aussi dire que pour a > 0 et A > 0, la martingale

)\2
exp(ABiaT, — ?(t ANTy))

est bornée (par exp(Aa)) donc est uniformément intégrable et on applique le théoréme d’arrét avec
t = oo.

Pour a < 0, on peut remarquer que T, = inf{t > 0; B; = a} = inf{t > 0; W; = —a}, avec W = —B.
Il serait faux de conclure que E(exp —\T,) = exp(—av/2)\) pour tout a car, pour a < 0 et A > 0, le
membre de gauche est plus petit que 1 et celui de droite serait plus grand que 1. Il convient donc d’étre
vigilant en appliquant le théoreme de Doob. AN

Par inversion de la transformée de Laplace, on obtient la densité de T, qui est, pour a > 0
a exp ( a
V23 2t

On verra, plus loin, une autre méthode pour obtenir ce résultat.

P(T, € dt) =

) dt

Avec des méthodes analogues, on établit les résultats suivants. Soit T, = inf{t > 0;|B;| = a} avec
a>0
~ ~1
E(exp —\T,) = {cosh (aV 2)\)} . (2.7)

Sia<0<bona P(T, <Tp) = 2.

Si ¢ et d sont des réels positifset T =T. AT_4 on a

E[exp(f%T)]lT:Tc] - m

A2 cosh(A(c—d)/2)
3= e d)2)

b. Généralisation

Si X; = pt + By et T = inf{t > 0; X; = a} on peut montrer, en utilisant la martingale (exp(5X; —
(ufs + %0'262)t),t > 0) que pour p > 0,A > 0 (on pose A = (uf + %0252))

E(exp —ATY) = exp(ua — |a|/p2 + 2X). (2.8)

On obtient P(T, < o) en faisant A = 0. Cette quantité n’est égale & 1 que si p et a sont de méme
signe.

2.3.9 Brownien multidimensionnel

Soit By = (Bgl), Bt(Q), R Bt("))T un processus n-dimensionnel (I'exposant 7 note la transposition d’un

vecteur). On dit que B est un Brownien multidimensionnel si les processus (B(®),i < n) sont des brown-

iens indépendants. C’est un processus & accroissements indépendants. Pour chaque (a,b), le processus
. . . d 1

aBgl) + bBt(Q) est un processus gaussien. Il est facile de vérifier que B = 27()2(&3,51) + bBt(z)) est

a” +

un MB (C4est un processus Gaussien, calculer son espérance et sa covariance).

Si B est un brownien n-dimensionnel, on a E(B} By) = n(s A t).

Le processus n-dimensionnel B est un mouvement Brownien si et seulement si les processus B et

BWBU) —§; it sont des martingales (avec 8; ; = 0 pour i # j et §; ; = 1.

Définition 2.3.2 Les mouvements Browniens a valeurs réelles By et By sont corrélés de coefficient de
corrélation p si B1(t)Ba(t) — pt est une martingale.
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1
On “ décorrele” les MB en introduisant le processus Bz défini par Bs(t) = ﬁ(Bg (t) — pB1(t)).
—p
Ce processus est une martingale; en écrivant
Bs(t)? —t = —[(Ba(8)® + p*(Bi())? — 2pBa(t) Bu(t) — t(1 — p?
(Bs(t))” —t = =2 [(B2(t))" + p”(B1(t))” — 2pBa(t) By (t) — t(1 — p”)]
1
= 1 [(Ba2(t))? =t + p*[(B1(t)* — ] — 2p[B2(t) B1(t) — pt]

on montre que (B3(t))? — t est une martingale, d’ott Bz est un MB. On peut montrer que Bs est

indépendant de Bi, nous donnerons une démonstration plus tard. Il est facile de vérifier que le produit

B1Bs est une martingale. Dans ce cas, il existe un Brownien B, indépendant de B tel que BV =
. 1

pB® + /1= p2B®) et, pour tout (a,b) le processus B, = (aBW 4+ bB?®) est un

v/ a2+ b2 + 2pab

mouvement Brownien.

2.4 Intégrale de Wiener

2.4.1 Définition

On note L?(IRT) 'ensemble des (classes d’équivalence des) fonctions boréliennes f de IR dans IR de
carré intégrable, c’est-a-dire telles que f0+oo |f(s)]? ds < oc.

o0 1/2
C’est un espace de Hilbert pour la norme ||f||2 = </ f2(s) ds) .
0

a. Fonctions en escalier

Pour f = 1yy,0] , o0 pose fOJrOO f(s)dBs = B(v) — B(u).

Soit f une fonction en escalier, de la forme f(z) = Z;z’f fie1lly, .4 on pose f0+oo f(s)dB, =
Sy fie1 (B(ti) — B(ti-1)) -
La variable aléatoire I(f) = 0

0+°° f?(s)ds. En effet, I(f) est gaussienne car le processus B est gaussien, centrée car B est centré.
De plus

f(s)dBs est une variable gaussienne d’espérance nulle et de variance

i=n

i=n 400
Va(1(7)) = 32 72 Var (B(t) = Blti-1)) = 3 F2 b= tima) = | s,
i=1

L’ intégrale est linéaire : I(f +g) = I(f)+ I(g). Si f et g sont des fonctions en escalier E(I(f)I(g)) =
St J( s)ds. En effet

Var(I(f +9)) = = Var[I(f) +1(g)] = Var (I(f)) + Var (I(g)) + 2E(I(f)1(9))

= [Tusereis= [T e [T ds+2/ (s

b. Cas général

On montre en analyse que, si f € L2(IRT), il existe une suite f,, de fonctions en escalier qui converge
(dans L2(IR™)) vers f, c’est-a-dire qui vérifie

/0 o — F1P(@) do e 0.

Dans ce cas, la suite f,, est de Cauchy dans L?(IR"). La suite de v.a. F, = f fn(s) dBs est une suite
de Cauchy dans l'espace de Hilbert L?(Q) (en effet ||F}, — Fyull2 = || fn — finll2 —>n,m_)OC 0), donc elle
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est convergente. Il reste & vérifier que la limite ne dépend que de f et non de la suite f,, choisie (Voir
les détails dans Revuz-Yor). On pose

10 ["rean.= i [" s

n—oo 0

la limite étant prise dans L2().

On dit que I(f) est intégrale stochastique (ou intégrale de Wiener) de f par rapport & B.

Le sous-espace de L?(Q2) formé par les v.a. fooo f(s)dBs coincide avec lespace gaussien engendré par le
mouvement Brownien.

2.4.2 Propriétés

L’application f — I(f) est linéaire et isométrique de L?(IR") dans L%(): la linéarité signifie que
(f +g) = I(f) + I(g) et l'isométrie que la norme de I(f) est égale & la norme de f. La norme de
) est la norme L?(Q) définie par ||I(f)||? = E((I(f))?), la norme de f est la norme L?(IR"), soit

||f||2 | s

La propriété d’isométrie implique E (I(f =/ R +f s)ds.
Soit f € L2(IR*). La variable I(f) est une v.a. gau551e11ne centree de variance [, f?(s)ds appartenant
a lespace gaussien engendré par (By,t > 0) et elle vérifie pour tout ¢

E (Bt N f(S)st) -/ (s, (2.9)

t

DEMONSTRATION: Il suffit de remarquer que E (B(t) fﬂ% f(s)st) =F (/ dBy / f(s)st). A
0 R+

La propriété (2.9) est en fait une caractérisation de U'intégrale stochastique au sens ol si pour tout

t, E(ZB;) = fo s)ds, alors Z—/ f(s)dBs.
0

2.4.3 Processus lié a 'intégrale stochastique

On définit pour f € L?(IR™) la variable aléatoire fo s)dBs = +°° ]1[0 4(s)f(s)dBs.

On peut de la méme fagon définir fo s)dB; pour f telle que fo | f(s)]?ds < oo, VT, ce qui permet de
définir 'intégrale stochastique pour une classe plus grande de fonctlons On notera leoc cette classe de
fonctions.

Théoréme 2.4.1 Soit f € L} et M; = fot f(s)dB
a) Le processus M est une martingale continue, la v.a. My est d’espérance 0 et de variance fg f2(s) ds.

b) Le processus M est un processus gaussien centré de covariance fot/\s f?(u)du a accroissements
indépendants.
¢) Le processus (M7 — fo f2(s)ds, t > 0) est une martingale.

2 on a B(f' J(u)dB. [ glu)dB,) = / " Fw)g(u)du

d) Si f et g sont dans L?

DEMONSTRATION: On commence par le cas ol la fonction f est étagée et on passe a la limite. Pour
vérifier que M est une martingale, pour f = Zi? Ji—1ly4,_, +,), on montre que

0= E(M, — M,|F,) /f )dBy| Fs) (2.10)

t
Supposons que t; < s < t < t;41. Dans ce cas E(/ f(w)dB,|Fs) = fiE((B: — Bs)|Fs) et (2.10) est
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vérifiée.
Supposons que t; < s < t;1 < t; <t <tj41. Dans ce cas

Jj—1

B( / F@ABAF) = E(f(Bi—By)+ Y. fuBuss — Bu) + fi(Bu,, — BJ)IF)

k=i+1

ij(Bt - Btj‘fs) + Z ka(Btk+1 - Btk‘]:S) + fiE(Bti+1 - BS‘]-S) =0
k=i+1

Les autres cas sont analogues. En particulier

t 2
B(M}? - MZ|F,) = E((My— M,)?|F)=E (( / f(u)dBu) |fs>
Zf (tr) (Btysynt — Biaat) |f Z f ((tgr1 ANE) — (te A T))

2.4.4 Intégration par parties

Théoréme 2.4.2 Si f est une fonction de classe C',

/0 J(s)dB. = (1) B(t) /0 ()B. ds.

DEMONSTRATION: 1l suffit, d’apres (2.9), de vérifier que pour tout u, E[B,, fo $)dBs| = E(B,[f(t)B:—
tAu

fo $)Bs ds]). Le premier membre vaut f(s)ds, on calcule le second au moyen des deux égalités
0

E(B.f(t)Bt) = f(t)(tAu), E(B, fo s)Bs ds) / 1/ (s)(sAu)ds. L’égalité résulte alors de application

de la formule d’intégration par parties classique pour calculer des expressions du type fo sf'(s)ds. A
On peut aussi écrire cette formule

d(Bif(t)) = f(t)dB; + Bif'(t)dt

2.5 Exemples

2.5.1 Le brownien géométrique

Définition 2.5.1 Soit B un mouvement Bownien, b et o deux constantes. Le processus

Xi = Xoexp{(b— 30°)t + 0B}

est appellé Brownien géométrique.

Ce processus est aussi appellé processus“log-normal”. En effet, dans ce cas
L,
InX; = b—ia t+o0B;+Inzx

et la variable qui est & droite suit une loi normale. On a immédiatement
Proposition 2.5.1 Le processus X;e~ est une martingale.

En écrivant

X; = X, exp{(b— %&)(t —5)+0o(B; — By)}
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on établit que X est Markovien. Le caractere Markovien de X et les propriétés du MB permettent de
calculer les espérances conditionnelles:

B(XJF) = X.Blexpl(b— 50t~ ) + o(B. ~ BOYF)
= X,exp(b(t — 8))E(exp{(—%02)(t — 8) 4+ (B — Bs)}Fs)

= X exp(b(t — S))E(eXp{(—%O‘Q)(t —8)+0B;i_s})
= X't = B(X,|X,)

ou nous avons utilisé la propriété de martingale de ’exponentielle du MB. Remarquons que nous avons

utilisé que X; Los X X, avec Xy indépendant de X; et de méme loi que X;_,.

De la méme fagon, en notant G une v.a. de loi N'(0,1)

BUX)IF) = BU(X)IX) = B(f(respl(b— 507)t — ) + o(By — B)Pax.

— E(f(zexp{(b— %&)(t N =]
— /jo f(Xsexp{(b— %O’z)(t —s)+oyvt—s}Hq(1,0,y)dy.

Ce processus est tres souvent utilisé pour modéliser le prix d’'un actif financier. Le rendement de
Pactif entre deux dates est mesuré par la différence des logarithmes des cours et est donné par la variable
gaussienne

{b— ;(;2} (t—s)+o(B; — By).

Il est facile de calculer les moments d’un Brownien géométrique; par exemple E(X;) = Xoeb (Utiliser,
par exemple, la propriété de martingale) . Pour calculer le moment d’ordre 2, il suffit de faire les
transformations évidentes suivantes

E(X?)

1
XZ2E(exp{(2b — o)t + 20B;}) = XZE(exp{(2b+ o*)t — 5(2(7)215 + (20)B.})
= XZexp[(2b+ 0?)t]
On en déduit VarX, = z2e2!(e7’t — 1).
Le ratio de Sharpe est
E(Xt) — X
v/ VarX;
2.5.2 Processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Théoréme 2.5.1 L’équation de Langevin

t
V= —/ aVyds + oB; + Vj, (2.11)
0
a pour unique solution
t
Vi = et +/ e~ (=954 B,. (2.12)
0

On écrit équation (2.11) sous forme condensée
dVy + aVidt = odB;, Vydonné

les données du probleme sont la variable aléatoire Vj, le Brownien B et les constantes a et o.
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DEMONSTRATION: Soit X = (X;,t > 0) le processus défini par le second membre de (2.12). Nous
allons vérifier que X est solution de I’équation (2.11). En utilisant la formule d’intégration par parties,
on transforme l'intégrale

t t t
/ e~ (t=9)asqB. = aefat/ e**dBy = ge” e B, — a/ e Byds)
0 0 0

On en déduit que X; = e~ "Vy + 0By — oe™%a fg e**B,ds. On s’attache ensuite au calcul de

t t t t s
/ X.ds = / e **Vods + a/ Bgds — aa/ e % (/ e““Budu) ds
0 0 0 0 0

L’intégrale double qui apparait au second membre est

t t 1t t
/ due"aBu/ dse™ %% = — [/ B.ds — e_at/ e_asds]
0 u a-Jo 0

t t
a/ Xods = V(1 —e ) + Ja/ OB ds=—X, + 0B, + Vy
0 0

ce qui conduit a

d’out X vérifie (2.11). A
On peut également poser Y; = e~ %V, et appliquer la formule d’intégration par parties (sous résrve
qu’elle s’applique a V;)
dY; = e~ %AV, — ae~ "V, dt = e~ “0dB;

dont la solution est Y; = Y, + fot e *odB;.

Proposition 2.5.2 Si V, est une v.a.r. gaussienne indépendante du brownien (en particulier si Vj est
une constante), le processus V', appellé processus d’Ornstein-Uhlenbeck est gaussien d’espérance et de
covariance

E(Vi) = e " E(V),
COV[VYS,V;] — e~ Syeta _|_/ e—(s—u)a0_2e—(t—u)a du, s<t
0

st v désigne la variance de V.
Le processus V' est un processus de Markov.

DEMONSTRATION: En effet, d’aprés (2.12), E(V;) = e~ '*E(V}) car I'espérance de I'intégrale stochastique
est nulle (la fonction e®* est de carré intégrable sur tout intervalle fini). Toujours d’apres (2.12),

s t
cov|Vs, V4] cov(Voe * 4+ ge® / e®dB, , Voe % + ge ™ / e"dB,)
0 0

s t
= cov(Voe ™ Voe ™) + 026_“56_“tcov(/ e’dB,,, / e™dB, )
0 0

SAL
— ve—ase—at 4 O_Qe—ase—at/ eQau du,
0

Le caractere gaussien® est facile & établir.
L’unicité se montre en vérifiant que si Vi et V5 sont solutions, V3 — V5 est solution d’une équation
différentielle déterministe. A

En particulier, si V) est une constante (v = 0)

0.2
COV[VS, Vt] _ %efa(s%»t)(emzs _ 1)

2
et Var(V;) = g—a(l — exp —2at).

2“An interesting study in the laws of probability.” H. Poirot, Sad Cypress, A. Christie.
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En écrivant V, = e 5%V + fos e~ (s—wWagqB et Viels—ta = etV + fos e~ (t—WagqB on en déduit,
pour s <t

t
V, = V'Se—(t—s)a_’_/ e—(t—u)ao_dBu

ou encore

t
Vigs = Ve 1@ 4 / e~ t=wagqp,
0

ol le processus B défini par Eu = Bt — B est un MB indépendant de F (donc de Vj).

En particulier E(f(Vigs)|Fs) = E(f(Vse 1+ Y)|Fs) = E(f(Viss)|Vs) (dans cette égalité Y est une
v.a. indépendante de Fy) ce qui établit le caractére markovien de V. Le calcul explicite peut se faire
en utilisant que

E(f(Vie ' +Y)|F,) = U(V?)

avec ¥(y) = E(f(ye ' +Y)) = E(f(Vt(y))) ot V(#) est la solution de I’équation de valeur initiale ,
soit V,\*) = e~tag 4 fg e~ (=9)egdB,.

t
Proposition 2.5.3 La variable aléatoire / Vsds est une v.a. gaussienne, de moyenne Vj 1727(” et de
0

0,2 2 1— —at

o e
variance ———(1 —e )2 + —(t — ————).
553 ( )"+ )
DEMONSTRATION: Voir le paragraphe suivant. A

2.5.3 Modele de Vasicek

Une généralisation du modele précédent est I’équation
dry = a(b—ry)dt + odBs. (2.13)

Sous cette forme, elle est utilisée pour étudier I’évolution des taux d’intérét (modele de Vasicek). La
forme explicite de la solution est

¢
re = (ro —b)e "+ b+ O'/ e~ t—wgp.
0

(11 suffit de poser r; — b = V4, le processus V est alors solution de 1‘équation de Langevin. 1’égalité

t
T't = (rs - b)e_a(t_s) + b + 0/ e_a(t_U)dBua S S t

S

établit le caractere Markovien de r. Si rg est une constante, ; est une variable gaussienne de moyenne

(ro — b)e~ + b, et de variance =

2a
. . 2 —
rocessus r est gaussien de covariance Cov(rg,r;) = Z-€ a(s+t) (¢2a5 _ 1) pour s < t.
) 2a

(1 — exp —2at). En particulier, ce n’est pas une variable positive. Le

L’expression explicite de (r¢,t > s) en fonction de r; montre que, conditionnellement & F, la v.a.
reys est variable gaussienne de moyenne (rs — b)e~ + b, et de variance %(1 — exp —2at). De méme,
conditionnellement & F, le processus (r¢4s,t > 0) est un processus de Vasicek de parametres (a, b, o)
et de condition initiale r;.

On en déduit
Proposition 2.5.4 Pout s < t, l’espérance et le variance conditionnelle de r sont

E(rrs) = (rs—b)e =) 4+

2
vars (ry) = ;—a(l — e 2alt=9))
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Proposition 2.5.5 La variable fot rsds est une variable gaussienne de moyenne

t 1 — e—at
E(/ rsds) = bt + (1o — b)
0 a
2 2 1— —at
et de variance 720?(1 —e )2 ¢ %(t — ; ).

t
DEMONSTRATION: Par définition r; = ro + abt — a/ rsds + oB;. D’ou
0

t t
1 1
/ reds = —[—ri + 1o+ abt + o B] = —[—(rg — b)e” ™ — b — O’/ e~ 4B, + ro + abt + o By].
0 a a 0

Plus généralement, on a, pour ¢t > s

t 1— e—a(t—s)
E(/ Ty du|Fg) = b(t — 8) + (rs —b)——— = M(t, s)
s a
t o2 o o2 1 — e—alt—s)
Vars(/ Ty du) = _ﬁ(l —ealt S))2 + ﬁ(t —5— f) =V(t,s)

ou Var, désigne la variance conditionnelle par rapport a F.
La variable fs ry, du est une variable gaussienne dont on connait, conditionnellement a F, l'espérance
et la variance. On en déduit

E(exp —/ Ty du|Fy) = exp(—M(t,s) + %V(t, s)).

Ces calculs sont utiles pour valoriser des zéro-coupouns en finance : si B(t,T') est la valeur d'un ZC
de maturité T, on a B(t,T) = E(exp (— ftT rudu> | F) et

1— e—a(T—t) 2 2 1— e—a(T—t)
Lot 2yt gy LT

B(t,T) =exp |b(T —t)+ (r: — b) a2 ,



Chapter 3

INTEGRALE STOCHASTIQUE

On se donne un espace (2, F, P) et un mouvement Brownien B sur cet espace. On désigne par F; =
0(Bs, s < t) la filtration naturelle du mouvement Brownien.

3.1 Définition

On veut généraliser!' I'intégrale de Wiener et définir fot 0sdB; pour des processus stochastiques 6.

3.1.1 Cas de processus étagés
On dit qu’un processus 0 est étagé (ou élémentaire) s'il existe une suite de réels t;,0 < tg <ty... <t, et
une suite de variables aléatoires ; telles que 6; soit F; -mesurable, appartienne & L?(Q) et que 6; = 0;

pour tout ¢ €]t;,t;41], soit s(w) = Z;L:_Ol 0; (W) ye, 1,,01(5) -
On définit alors

[ 0uim =Y 0,00 - B
=0

On a E([;* 6,dB,) =0 et Var ([, 0,dB;) = E[ [, 62 ds].
On obtient

t n—1
/ 0,48, = 3" 0;(B(ti 41 A1) — B(t; A1)).
0 iz

ce qui établit la continuité de I'application t — fot 0sdBs. SiT;,0 < Ty < Ty... < T, est une suite
croissante de temps d’arrét, et si 0, = Z;L;g 05117, 1;,,)(s) ot B est une suite de variables aléatoires
telles que 0; soit Fr,-mesurable, appartienne a L2(£2), on définit alors

/t 0,dB, = i 0,(B(Tj41 At) — B(T; At)).

0 j=0

3.1.2 Cas général

On peut prolonger la définition de I'intégrale de Wiener a une classe plus grande de processus. On perd
le caractere gaussien de U'intégrale, ce qui est déja le cas pour le cas de processus étagé.

On définit les processus caglad de carré intégrable (appartenant & L2(Q2 x IRT) ) comme l'ensemble T’
des processus 0 adaptés continus & gauche limités a droite, (F;)-adaptés tels que

TR E[/O 62dt] < oo,

1“Je marche vers mon but, je vais mon chemin; je sauterai par dessus les hésitants.” Ainsi parlait Zarathoustra.
Nietzsche.

39
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Les processus étagés appartiennent & I'. On dit que 6,, converge vers 0 dans L2(Qx IRT) si ||0 — 0,,]* — 0
quand n — oo.
L’application § — ||6]| définit une norme qui fait de I’ un espace complet.

On peut définir fooo 0sdBs pour tous les processus 6 de I': on approche 6 par des processus étagés,

soit § = lim,,_,o0 6, O 0,, = Zf(:"l) éyl]tj,tjﬂ]a avec 5;’ € F, la limite étant au sens de L*(Q x IR).
L’intégrale [ 6,dB; est alors la limite dans L?(£2) des sommes Zf(znl) é?(B(th)fB(tj)) dont l'espérance
est 0 et la variance E[)_; é.]z(tj_l,_l —t;)].

On a alors E([;° 0,dB,) = 0 et E (f;° 0,dB,)* = E([° 62 ds).

On note [ 6,dB, < [ 0,10 (s)dBs. Si 0 est étagé [ 0,dBy = 3, 0:(Bryosnt — Biont)-

Plus généralement, si 7 est un temps d’arrét, le processus 1ijo - (t) est adapté et on définit

TAL t
/ 6,dB, = / 0110 1 (s)d B,
0 0

3.2 Propriétés

On note A I'ensemble L? (2 x IRT) des processus 6 adaptés caglad vérifiant E( fg 02 (w)ds) < oo, Vt.

3.2.1 Linéarité.

Soit a et b des constantes et (#%;i = 1,2) deux processus de A. On a
t t t

/ (ab) + b62) dB, :a/ 9;dBS+b/ 62dB,
0 0 0

3.2.2 Propriétés de martingale

Proposition 3.2.1 Soit

M, = [} 0,dB,

ou € A.

Le processus M est une martingale

a trajectoires continues.

t 2 t
b) Soit Ny = </ Qsst> - / 02ds. Le processus (Ny,t > 0) est une martingale.
0 0

DEMONSTRATION: Toutes ces propriétés se démontrent pour des processus étagés, puis pour les
processus de A par passage a la limite. A
La propriété de martingale s’écrit

t s
E(/ 0,dB, |}'S) :/ 0,dB,, Vt>s,
0 0
t
E</ GudBu]-"s) =0

et implique en particulier que E(f; 0.dB,) = 0.
2

(/: GudBu> |]-"S] =F [/t eﬁdum}

ou

La propriété b) équivaut a E
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Si l'on veut définir M; pour t < T, il suffit de demander que § € L2(2x [0, T]), c’est & dire E(fOT 07dt) <
oo et que 0 soit adapté. Sous cette condition, (M, ¢t < T') est encore une martingale.

Corollaire 3.2.1 L’espérance de M, est nulle et sa variance est égale a fg E {9.9}2 ds.
Soit b€ A. E (fg 0,dB, [} qudBS) —F (fot 0, gzbsds).
Si My(0) = fot 0sdB;s et M;(p) = fg 0sdBs, le processus

M, ()M, (i) — / Ouipsds

est une martingale.

DEMONSTRATION: II suffit de remarquer que fot (0s + ¢5)dBs et

( /0 (6, + @)d&)

sont des martingales. A

2

t
_/ (95 +¢s)2ds
0

Proposition 3.2.2 Soit 7 un temps d’arrét et 6 un processus FB-adapté tel que E (fOT dis) < 0.
Alors E ([ 0,dB,) =0 et E ([ 0,dB,)* = E (fy 62d,).

Application: si § = 1 et 7 = inf{t : B, + vt = a}. Pour av > 0, on a E(7) < oo et par suite
E(B;)=0=a—-vE(T).

3.2.3 Un exemple

¢
1
Proposition 3.2.3 Pour tout t on a / BydBs = i(Btz —t)
0

DEMONSTRATION: Par définition

t
/ B.dB, =lim Y By, (Bi,,, — By,)
0

L’égalité

n n n

22 Bti (Bti+1 - Bti) = Z(BZ+1 - BtQL) - Z(Bti+1 - Bti)Q

=0 =0 =0

t n
1 2 . 2 1 2
montre que /0 BsdBs = §[Bt - 1171Ln E (Bt,., — Bi,)*] = §[Bt —t]. A

=0
3.2.4 Martingale locale

On peut définir fot 0s dB;s pour des processus adaptés caglad qui n’appartiennent pas nécessairement a
L?(Qx IR), mais qui vérifient pour tout ¢, fot 0%(s,w) ds < oo p.s. Dans ce cas M n’est pas une martingale
mais une martingale locale et E(M;) peut étre non nul. On utilise souvent qu’une martingale locale
positive est une surmartingale (appliquer le lemme de Fatou).

3.2.5 Inégalité maximale
On a souvent besoin de majorations d’intégrales stochastiques. L’inégalité de Doob conduit a
Proposition 3.2.4 Soit € A

s T T
2 2\ 2 U
B(lsup | buan) < ap( [ o.am) =4 [ i



42 Intégrale stochastique

3.3 Processus d’Ito
3.3.1 Définition

Un processus X est un processus d’It6 si

t t
Xt::c+/bsds+/asst
0 0

ol b est un processus adapté tel que fg |bs| ds existe (au sens Lebesgue) p.s. pour tout ¢, et ¢ un
processus appartenant a A.
On utilise la notation plus concise suivante

dXt = bt dt—l—at dBt,
Xo = T

Le coefficient b est le drift ou la dérive, o est le coefficient de diffusion.
L’écriture dX; = b; dt + o+ dB; est unique (sous réserve que les processus b et o vérifient les conditions
d’intégrabilité). Ceci signifie que si

dX; = b, dt + o, dB; = b, dt + 5, dB,

alors b = b;o = &. En particulier, si X est une martingale locale alors b = 0 et réciproquement.
On peut définir un processus d’Itdé pour des coefficients de diffusion tels que fot 02ds < oo Pp.s.

mais on perd la propriété de martingale de l'intégrale stochastique. La partie x + fot bs ds est la partie
a variation finie. Si un processus A a variation finie ets une martingale, il est constant. En effet, si

Ay=0=0, A? = 2f0t AgdA, et par suite E(A?) = 0.
3.3.2 Propriétés
Si o appartient & A, on a E(X;) = E(Xo) + fot E(bs)ds, et

S

5 t s t
Vvt > s, E(Xt\fs):XOJr/ budu+E(/ budu\fs)—i—/ oudBu:Xs+E(/ by du | Fs).
0 s 0 s

Sib=0et o € A, le processus X est une martingale continue.
On verra que la réciproque est vraie: sous certaines conditions d’intégrabilité et de mesurabilité, toute
martingale continue s’écrit x + fg ¢sdBs.

3.3.3 Intégrale par rapport a un processus d’Ito.

Soit X un processus d’It6 de décomposition dX; = b;dt + oy dB;. On note (sous réserve de conditions
d’intégrabilité)
t ¢ t
/ 0,dx, < / 0,bsds + / 0,0,dB,.
0 0 0

3.3.4 Crochet d’un processus d’Ito

Soit Z une martingale continue de carré intégrable (telle que E(sup, Z2) < o). On peut montrer (Voir
Revuz-Yor) qu'il existe un processus croissant continu A tel que (Z7 — A;,t > 0) est une martingale. Le
processus A est appellé le “crochet oblique”, ou le crochet de Z. On le note trés souvent A; = (Z, Z),
ou encore (Z);.

IDEE DE LA PREUVE

Zt2 = Zg + Z(Zf/\tHl - th/\tk)
= Z§ + QZ Zinty(Zintwsr — Zint) + Z(Zt/\tk-H - Zt/\tk)Q

t
— Z§+2/ ZydZs + Ay .
0
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En utilisant ce vocabulaire cher aux probabilistes, nous avons établi que le crochet du Brownien est
t t
t et que le crochet de I'intégrale stochastique (M; = / 0sdBs) est / Hids.

0 0
Si M et N sont deux martingales locales continues, on définit leur crochet par
1
< M,N >;= §(< M+NM+N>—-<MM>—<N,N>,).

C’est I'unique processus a variation finie tel que le processus MN— < M, N > est une martingale

t t
locale. Le crochet de deux intégrales stochastiques X; = x + / H,dB;,Y; =y +/ K.dB, est
0 0

t
< X,Y >= | H,K.ds.
0

Proposition 3.3.1 Le crochet de deux martingales continues M et N est égal a la variation quadratique
de ces processus

< M,N >=1m>» (M, — My,) (Ni,,, — Ny,)

i
i=1

Il en résulte que si P et @ sont équivalentes, le crochet de M sous P et sous @ sont égaux. On dit
que deux martingales continues sont orthogonales si leur crochet est nul, ou si leur produit est une
martingale.

Si M est une martingale locale continue, on a équivalence entre E{M); < 0o et (M, s < t) est une
martingale L? bornée.

On étend la définition du crochet aux processus d’Ito: si

dX;(t) = b;(t)dt + o;(t)dBy,i = 1,2
sont deux processus d’It0, leur crochet est par définition le crochet de leur partie martingale. Cela tient
a la propriété 3.3.1.

Nous en déduisons une nouvelle forme de la définition de Browniens corrélés: deux Browniens sont

corrélés si leur crochet est pt. On définit le crochet du processus d’It6 X comme étant le crochet de sa
t

partie martingale. Le crochet de X est A; = (X); = / o2ds. On caractérise le mouvement Brownien

en disant que c’est une martingale continue d’espérance nulle et de crochet t.

3.4 Lemme d’Ito

Dans ce qui suit, X est un processus d’Ité6 de décomposition dX; = b;dt + o; dB;. Nous renvoyons a
Revuz-Yor pour la démonstration basée sur la formule de Taylor et la propriété 3.3.1 du crochet.

3.4.1 Premiere forme

Théoréme 3.4.1 Soit f une fonction de IR dans IR, de classe C? a dérivées bornées. Alors

t t
F00) = $50) + [ FXax, + 5 [ 17X ods

IDEE DE LA PREUVE

(X)) = f(Xo)+ ) f(Xuy,) — F(X,)
f(th+1) - f(th) = f/(th)(th+1 - th) + %f”(th (th+1 - th)Z + O((th+1 - th))

et on passe a la limite.
Sous forme condensée

df (X;) = f/(X,)dX, + % f(Xy)okdt,
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ou encore

df(Xt) = f,(Xt)btdt + %f”(Xt) O'?dt + f/(Xt)O'tdBt ,

et en utilisant le crochet
1
df (Xy) = f'(X)bdt + if//(Xt) d(X) + [ (Xy)opdB.

La condition de bornitude des dérivées n’est exigée que pour l'existence des intégrales et pour la
propriété de martingale de l'intégrale stochastique.
La formule est facile & mémoriser en notant sa ressemblance avec la formule de Taylor, sous la forme

df (X;) = f/(Xy)d X, + %f”(Xt)dXt - dXy,
et la regle de multiplication
dt - dt=0, dt-dB;=0, dB;- -dB,=dt
Applications: 1.) Calcul de E(f(X:)) et de E(f(X¢)|Fs) (si f' et o sont bornés)

E(f(X0) = E(f(X0)) + B (JoIf (Xo)bs + 3 1"(X,)o%]ds
= B(f(Xo) + (Jy BIF(X)bs + 117(X,)o2]ds

On retrouve, pour X; = By, les résultats de la proposition 4, chapitre 2.
On obtient également

E(f(X)IF) = FX)+E ([l (Xbw) + 317 (X,)o2]du |7, )
= [(X)+ [ E[f'(Xu)b(w) + 3 ["(Xu)o2| Foldu.
On prendra garde & ne pas intervertir intégrale et conditionnement pour des intégrales stochastiques.
2.) Calcul de [) BydB, = 3(B? —t).
3.) Calcul de d(exp X;) = (expX;)(dX; + $o7dt).
4.) Une solution de dS; = Sy (udt +odW;) est Sy = zeXt avec X; = (u— %JZ)thth. On peut montrer
que c’est la seule solution.(Voir Sect. 77)).

Proposition 3.4.1 Supposons que
t t
X=X +/ b(Xs) ds+/ o0(Xs) dBs
0 0

ou b et o sont des fonctions de IR dans IR bornées. Si f est une fonction de IR dans IR de classe C? a
dérivées bornées et vérifiant

Ve, b))+ 50%(@)f" (@) =0,

le processus f(X) est une martingale.

DEMONSTRATION: Cela résulte directement de la formule d’Tto. A
Les fonctions f telles que 3.1 est vérifiée sont les fonctions d’échelle. Elles sont déterminées a deux
constantes pres par les fonctions b et o par

F@) = / " exp (—2 / " bw) /0% (v) dv) du.

On peut affaiblir la condition sur la bornitude des dérivées qui n’est utilisée que pour assurer
I'existence des intégrales et la propriété de martingale.
L’opérateur £ qui & f € C? fait correspondre Lf(z) = b(z)f'(z) + 30%(x)f”(x) est le générateur
infinitésimal de la diffusion X ou aussi le Dynkin. Il vérifie

B((X0) ~ f@)

t—0 t
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3.4.2 Fonction dépendant du temps

Théoréme 3.4.2 Soit f une fonction définie sur IR, x IR de classe C' par rapport a t, de classe C?
par rapport a x, a dérivées bornées, on a

t t 1 t
£(6.X0) = 1(0.X0) + [ s Xds+ [ fits. XaXe+ 5 [ fiels Xo)okds,
0 0 0
Ce que l'on note
1
df(t, X:) = [fl(t, Xs) + 5f;;gc(t,Xt)af}dzf + fo(t, X)d X

fi(t, Xp)dt + fo(t, Xy)dX, + f” (t, X¢)d(X):

Applications:
1.) Soit X un processus tel que

t t
Xt:Xo—F/ b(s, Xs) ds+/ o(s,Xs) dBs.

0 0

Si f est une fonction de IRy x IR dans IR telle que o f. est bornée et

F1(00)+ (02 £ (1,0) + 50> (0 1 (1,2) = 0

alors (f(t, Xt),t > 0) est une martingale.
L’opérateur £ défini sur les fonctions de C'*2 par

L(F) (b ) = b{t, ) F1(0, ) + 50%(0, ) L (1,2)

est le générateur infinitésimal de la diffusion.
Si f est une fonction de IRy x IR dans IR telle que o f. est bornée et

fit, ) + b(t, @) fr(t, @) + %02(@ ) fra(t,x) = rf(t,2) (3.1)

alors (e~"'f(t, X;),t > 0) est une martingale. Dans ce cas, e " f(t, X;) = E(e™"T f(T, X7)|F;). Si f
vérifie f(T,z) = h(x) et est solution de (3.1), on a e~ " f(t, X;) = E(e""Th(X71)|F).
2.) Soit X un processus (Brownien géométrique) tel que

dXt = Xt(rdt + O'dBt),

ol r et o sont des constantes. Alors le processus (e "Xy, t > 0) est une martingale. Il suffit de remar-
quer que d(e" " X;) = e " X,0dB; et de vérifier les conditions d’intégrabilité.
La solution de dX; = X;(rdt + 0dB;), Xg = x ol r et o sont des constantes est X; = x exp(rt + o B; —
%UQL‘). On dit que X est un Brownien géométrique, ou processus log-normal.
3 .) Soit X un processus dX; = X;(b(t)dt + o(t)dBy), ou b et o sont des fonctions (X est dit Brownien

¢
géométrique a coefficients déterministes). Alors le processus (exp (— / b(s)ds> X, t > 0) est une
0

martingale.

3.4.3 Cas multidimensionnel
Théoréme 3.4.3 Soit (X;,i = 1,2) deux processus d’Ité tels que
dX;(t) = b;(t)dt + o;(t)dBy.
Soit f une fonction de IR* dans IR de classe C*. On a
AF(X1(8), Xa(0)) = F1(X2(8), Xa() dX1(8) + F3(Xa(0), X () dXa(t)

"‘; ( 101 (t) + 2f1h01(t)o2(t) + fho3(t )) (X1(t), Xa(t)) dt

ot f! désigne la dérivée par rapport ¢ x;,i =1,2 et f{J’ la dérivée seconde par rapport a x;,x;.
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Sous forme condensée, on écrit

2

df (X1, Xa)(t) = S FHX(E), Xa(t)) dX, (1) + % D (1), Xa(0) o di

i=1

Intégration par parties, crochet

La formule d’Tt6 montre que d[X;X3](t) = X1 (¢) dX2(t) + Xa(t) dX1(t) + o1(t)o2(t) dt.
Cette formule est connue sous le nom d’intégration par parties. La quantité o1 (t)o2(t) correspond au
crochet de X1, X3, noté < Xi,Xs > et défini comme le processus a variation finie < Xy, Xy >;=

/Ot o1(s)oa(s)ds.

3.4.4 Cas du Brownien multidimensionnel.

Théoréme 3.4.4 Soit (X;,i = 1,2) deux processus d’Ité tels que
dX;(t) = b;(t) dt + 0;(t)dB;(t)
o, By et By sont deux Browniens indépendants. On a
df (X (t), X2(t)) = f1(X1 (1), Xa(t)) dXa (t) + f2(Xa(2), Xa(t)) dXa(t)

+% (A1 (X1(1), Xa(1)oi (t) + fro(Xa(t), Xa(t))o3 (1)) dt.

Cas général : Soit (X;,t > 0) un processus d’It6 multidimensionnel de composantes (X;(t),i < n), tel
que dX; = ug dt + vid By, soit

dX1 (5% v1,1 V12 .. .. U1,p dBl
dX2 _ U dt + V21 V22 ... ... U2p dBQ
dX, Uy, Upl Up2 --- - Unp aB,

Soit f une fonction définie sur IRT x R™ de classe C12. Alors

df (t, Xe) = f{(t, Xe)dt + Y f1(t, Xe)dXi(t) + % > X)dX(t) dX ()
i=1 i,j=1

ol 'on utilise les conventions d’écriture
dB;dB; = 0;;dt, dB;dt =0, dtdt =0
Cas corrélé:
Théoréme 3.4.5 Soit (X;,i = 1,2) deux processus d’Ité tels que
dX;(t) = b;(t) dt + o;(t)dB;(t)
ou Bi et By sont deux Browniens de corrélation p. On a
df (X1(t), X2(t)) = f{(X1(t), X2(t)) dX1(t) + f2(X1(2), Xa(t)) dX2(t)

+% [ (X1 (1), X2 ()i (8) + 2f15(X1 (1), Xa (1)) por ()aa(t) + f35(Xa (1), Xa(t)) o3 (1)] dt.

On doit modifier la table de multiplication en écrivant dB1dBs = pdt. On remarque que si By et Bs
sont indépendants, ils sont non corrélés (et réciproquement) ce qui est heureux pour la terminologie,
malis pas tout a fait trivial (voir ce qui suit).
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Application

Revenons au Browniens corrélés. On note B; les browniens corrélés et B3 le brownien construit au

moyen de By et By par

1
Bg = 7(32 _pBl> .

V1—p?
(t) — £A%t). Ces processus sont des martingales pour toute valeur de A
t). D’ou, en utilisant que le crochet de Bs et B; est nul (par linéarité)
(t) + M3(t)dM;(t). Ce produit est une martingale, ce qui implique, apres

Soit M;(\,t) = Xp()\B
et dM;(t) = AM;(t)dB;(
d[MyMs)(t) = My(t)dMs
un petit calcul que

E (exp (AB1(t) + pBs(t))) = E (exp [AB1(1)]) E (exp (nBs(t)])

d’ott I'indépendance souhaitée de Bi(t) et Bs(t). Pour obtenir I'indépendance des processus, utiliser

M;(t) = exp(/0 A(s)dB;(s) — %/0 M (s)ds).

3.4.5 Application a la formule de Black et Scholes
APT évaluation

On suppose avoir un marché financier ou il y a :
1) un actif sans risque dont le prix Sy vérifie dSy(t) = So(t)rdt onr r est une constante
2) un actif risqué dont le prix S(t) vérifie

dS(t) = S(t)(bdt + odBy),

ol B est un mouvement Brownien, et b, o des constantes. On étudie un actif contingent de payoff h(St).
Le cas d’un call Européen correspond & h(z) = (z — K)™.

Le prix d’un call de maturité T' et de prix d’exercice K est une fonction C(¢, S(t)).

On se constitue un portefeuille composé d’un call et de (§; parts de l'actif risqué. La valeur de ce
portefeuille est V; = C(t,S:) + $:St. On suppose que dV; = dC; + :dS; (Cette condition est une
condition d’autofinancement et ne doit étre en aucun cas confondue avec une formule d’Itd).

En utilisant la formule d’It6, on a

2
dV, = (aCStb—# oC + 1o0¢ 25?) dt + B:bSdt + (80

0z ot 2022 9275t ﬁtﬁt) a5

Le portefeuille est sans risque si %05,5 + Bi0S; = 0, soit B = —% et de rendement r si dV; = rV,dt
soit dCy + 3:dSy = r(Cy + B¢S;)dt d’on, en remplagant 3 par sa valeur
oC oC 10%C
t, ) + — + 0257
g LS+ Gy TS
avec C(T, St) = h(St). Soit, en notant que S; est une v.a. qui admet une densité strictement positive
sur IRT (et qui prend toutes les valeurs de IR™)

’I"St (t St) C(t, St) = 0

oC (t2) + oC (
re—(t,x) + —
ox "’ ot
avec C(T, z) = h(x).
L’équation aux dérivées partielles peut étre résolue par des méthodes classiques d’EDP.

5 2 10°C B B
t,x) + oz 5 5%y (t,x) —rC(t,z) =0, Yw >0, Vt > 0
x

Portefeuille dupliquant

On reprend ’étude de la valorisation d'un actif contingent de payoff h(S7) sur un sous jacent de
dynamique
dSt = St(bdt + O'th) .

On note C(t, S;) la valeur de l'actif contingent & la date ¢t. On constitue un portefeuille constitué de «;
parts de lactif sans risque et v, parts de 'actif risqué. Sa valeur & I'instant ¢ est V; := a;SP +7:S;. On
suppose que dV; = a;dSY + v,dS; (hypothese d’autofinancement).
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Le portefeuille duplique I'actif contingent si o SY + v;S; = C(t, S;), soit en identifiant les termes en
dt et dW; dans dV; et dCy: (on utilise I'unicité de la décomposition d’un processus d’It6 en processus a
variation finie et martingale) : v.S;o0 = ‘g—g(t, S¢) Sio, soit v = %—S(L St) et

oC oC 10%C
OthS? +b'YtSt = aigj(t75t) Stb+ E(t,St) + 5@(t,5t) U2St2
oC
= Oét’I“S? + St%(t, St)
. 0 . 0 oC )
En utilisant a;SP + .S = C(t, St) on obtient oSy = C(¢,S¢) — Sta—(t, St), d’ott
z
oC oC 10%C 9 o0
%Ot, St) St'r + E + §W(t, St) g St — TC(t, St) =0

et C(T, ST) = h(ST)

Le processus S prend ses valeurs dans IR, résoudre 1’équation précédente pour un call européen
revient a étudier

oC oC s o1 9%°C
xr—I(t,z) + E(Lx) +ox 3 o

o (t,x) —rC(t,z) = 0,2>0 (3.2)

C(T,r) = (z—K)*.
On peut résoudre cette équation, et on trouve
O(t,x) = zN(d)) — Ke " TN (dy)

avec

1
CoJT—t
la quantité Cy(t,2) = N(d1) représente la couverture (le nombre de parts d’actif sous jacent utilisées
pour répliquer ’option)

T 1
di (in (=) + 50VT —t do = dy — VT 1

Remarque 3.4.1 En interprétant I’équation (3.2), (qui correspond & chercher f telle que e™" f(t, X;)
est une martingale) on voit que C(t,x) = E(e™" "= (Yp — K)*|F;) avec dY; = Y;(rdt + 0dBy). Cette
remarque est fondamentale en finance.



Chapter 4

EQUATIONS DIFFERENTIELLES
STOCHASTIQUES

4.1 Equations différentielles stochastiques

4.1.1 Définition

Une équation différentielle stochastique est une équation de la forme

t t
X ==z +/ b(s, Xs) ds Jr/ o(s,Xs)dBs (4.1)
0 0
ou sous forme condensée
dXt = b(t,Xt)dt+J(t,Xt) dBt,
XO = X

L’inconnue est le processus X. Le probleme est, comme pour une équation différentielle ordinaire, de
montrer que sous certaines conditions sur les coefficients, I’équation différentielle a une unique solution.
Il est utile de préciser les données.

Définition 4.1.1 Soit b et o deus fonctions de IRT x IR™ a valeurs réelles données. On se donne
également un espace (Q,F, P) muni d’une filtration (F;) et un (Fy) mouvement brownien B sur cet

espace. Une solution de (4.1) est un processus X continu (Fy)-adapté tel que les intégrales f; b(s, Xs) ds
et fot o(s,Xs)dBs ont un sens et l’égalité

¢ ¢
Xt:x—|—/ b(s, Xs) ds—|—/ o(s,X,) dBg
0 0

est satisfaite pour tout t, P p.s. (.

4.1.2 Théoréme d’existence

Théoréme 4.1.1 On suppose que
a- les fonctions b et o sont continues,
b- il existe K tel que pour toutt € [0,T], z€ IR, y€IR
i) [b(t, z) —b(t,y)| + |o(t, ) —o(t,y)| < K |z -y
i) [b(t, )| + |o(t, @) < K2(1 + |*)
¢- La condition initiale Xo est indépendante de (By,t > 0) et est de carré intégrable,
alors il existe une unique solution de (4.1) a trajectoires continues pout t < T. De plus cette solution
vérifie
E( sup |X|?) < oc.
0<t<T

La démonstration repose sur une méthode de pont fixe. A un processus U on associe le processus
®(U) par @(U); = x+ [, b(s, Us)ds—&—fot o(s,Us)dBs. Sous les hypotheses du théoreéme 4.1.1, la solution
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est adaptée a la filtration naturelle du MB. On parle alors de solution forte. L’unicité se traduit par :
si X et Y sont deux solutions, Pp.s.Vt € [0,T] X; = Y;.

Ce théoreme se généralise au cas de processus a valeurs dans IR"™. Dans la pratique, ce théoréme est
parfois insuffisant.

On peut énoncer un théoreme sur IR:

Théoréme 4.1.2 Soit p une fonction borélienne de |0, 00| dans lui-méme telle que l'intégrale de (p)~*
au voisinage de 0 diverge (par exemple p(x) = /). Si |o(s,z) — o(s,y)|* < p(lz — y|) et b est
lipschitzienne, soit |b(s,x) — b(s,y)| < Ki|lxz — y| pour tout x,y € IR et s < t, il existe une unique
solution de (4.1).

On trouvera dans Revuz-Yor (Ch IX, paragraphe 3) d’autres résultats.

4.1.3 Propriété de Markov

On note (X%®,s > t) la solution de (4.1) partant de x & I'instant ¢, soit
X0t =g Jr/ b(u, X5*) dqu/ o(u, Xt")dB, .
¢ ¢

Sous les conditions du théoreme 4.1.1, on peut montrer que

X"
S

X0 = X 5>t

ce qui montre que la solution de (4.1) est un processus de Markov par rapport a la filtration F:
E(f(Xs)|F) = E(f(Xs)|Xe) = @(s,t, Xy)

ol ®(s,t,z) = E(f(X5®)),s > t. Ce résultat est extrémement important et permet de calculer facile-
ment des espérances conditionnelles. En particulier si

X =4 / b(XL") du + / o(X4*) dB,
t t
on obtient un processus de Markov homogene
E(f(Xo)F) = E(f(X)|Xe) = ®(s,t, Xy) = W(s — 1, Xy)

ot B(s,1,) = B(F(XL7)) = B(F(X>%)) et W(u,z) = B(f(X0)).
Attention: un couple (X,Y) peut étre Markovien sans que ses composantes le soient.

4.1.4 Théoréme de comparaison

Théoréme 4.1.3 Théoreme de Comparaison. Soit

ou b; est Lipschitz et [o(z) — o(y))? < klz — y|. Supposons que X1(0) > X2(0) et by(z) > ba(z). Alors
X1(t) = Xo(t)

(Voir [RY] chap. 9, par. 3 pour une démonstration).

4.1.5 Exemple : Martingale exponentielle

Proposition 4.1.1 Soit 0 € A et Zy une constante. La solution de dZ; = 0, Z;dB; est

t 1 t
Zy = Zy exp[/ 0,dB, — 7/ 62ds)
0 2 0

1 /7T
S1 de plus E(exp[i/ 62 ds]) < oo, le processus (Zs,t < T) est une martingale d’espérance Zy.
0
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DEMONSTRATION: Par définition, Z est une martingale locale. On vérifie que Z; = Zg exp[fot 0.,dB, —
i fot 62ds) est solution de I’équation proposée en utilisant la formule d’It6. En notant Uy := fg 0,dBs —
L ["g2ds, on a dU, = 0,dB, — L02dt, d'o dZ, = (exp Uy)(dU, + 162dt) = 6,Z,dB,. A

Le processus Z, noté £(6B); est appelé 'exponentielle de Doléans-Dade de #B. C’est une
martingale locale positive si Zy > 0. Il est plus délicat de vérifier que c’est une martingale. La
1 (T
condition E(exp[i/ 62 ds]) < oo est la condition de Novikov. Sous cette condition, E(Zr) = Z, et
0

(Zi,t < T) est une martingale. Sinon, c’est une martingale locale positive, donc une surmartingale, et
E(Z;) < Zy. On ne connait pas de conditions “plus faciles” & vérifier que la condition de Novikov, sauf
dans le cas suivant.

Lemme 4.1.1 Soit f telle que |f(t,x) — f(t,y)] < Clz —y| et sup |f(s,0)] < C. Alors,

/fsB /fsB

est une martingale.

4.2 Equations aux dérivées partielles

On se donne deux fonctions b et o de [0,T] x IR dans IR, vérifiant les hypotheéses du théoreme 4.1.1
concernant l’existence de solution d’EDS. Soit A I'opérateur défini sur les fonctions de C12? par

Af(t2) 1= fi(6) + Fult, 20l 2) + 3 F (1,20 (1,2).

Soit (X!, u > t) le processus d’'It6 défini par
Xt = xPt —|—/ b(s, X¥') ds —|—/ o(s, X" dBs, u >t (4.2)
t t

avec une condition initiale en t: X" = x. On remarque que Af(t,z) = f/(t,z) + Lf(t,z) on L est le
générateur infinitésimal de X.

4.2.1 Probleme parabolique

On cherche les solutions du probléme (parabolique) suivant, avec une “donnée terminale”, c’est-a-dire
une fonction g de IR dans IR qui va préciser la valeur de la solution de I’équation aux dérivées partielles
enT.

{ Af(t,z) = 0, VaxelR,Vtel0,T) (4.3)

f(T,x2) = g(x) VzeR.
Si f est une solution du probléme parabolique (4.3), et X une solution de (4.2), la formule d’It6 conduit
a
flu, X528 = f(t,z) / fi(s, X"o(s, X*")dB,,

en particulier en 7', on a
F(T, X34 = g(X7") = f(t,x) / fi(s, X2 o (s, X2) d B

et si lintégrale est une martingale (conditions d’intégrabilité sur f. et o) on en déduit f(¢,z) =
x,t
E(g(X7"))-
Théoréme 4.2.1 Sous des conditions de régularité, la solution du probléme parabolique
Af(t,z) = 0, VeeR,Vtel0,T]
f(Tyz) = glx) VeeR
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est donnée par f(t,x) = E(g(X;’t)), ott Xt est le processus d’Ito défini par
Xt = xPt +/ b(s, XT1) ds—|—/ o(s, X5 dBs, u >t
t t

avec une condition initiale en t: X" = z.

On écrit souvent ce résultat sous la forme équivalente suivante f(t,z) = E,+(g9(Xr)), ou X est le
processus d’'It6 défini par
dX, = b(s, X,) ds + o(s, Xs) dB,

Pespérance étant prise sous la probabilité P, ; qui est telle que processus X prend la valeur x a I'instant
t.
4.2.2 Généralisation
Soit v une constante positive. On cherche les solutions du probleme (parabolique) suivant
Af(t,z) = af(t,xz), VreR,Vtel0,T)] (4.4)
f(Tz) = g(z). (4.5)

Si f est solution de (4.4), et X une solution de (4.2), la formule d’It6 entre ¢ et T' conduit &
T
F(T, X5 exp(—aT) = f(t,x) exp(—at) —|—/ fr(s, X*"exp —as|o(s, X2')dBs,
t

et si l'intégrale est une martingale (conditions d’intégrabilité sur f, et o ) on en déduit f(t,z) =
Elexp(—a(T — t))g(X5")]. En exploitant le caractére Markovien, on a aussi f(t,x) = E(exp(—a(T —
£)g(X7) |Xi = x) ou

X, :X0—|—/ b(u, Xu) du+/ o(u, X,)dB,
0 0

Théoréme 4.2.2 La solution du probleme

af () = Jl(ta) + FiL () + 5 f (2o (1)
f(T,ZL') = g(SC)
est donnée par
f(t,2) = Eyy[exp(—a(T — t)g(X7)].
4.2.3 Formule de Black et Scholes

On a vu que I’évaluation d’une option Européene revenait a résoudre 'EDP

oC oC s o1 02C
— — = >
ar (t,z) + T (t,z)+ oz 5 90 (t,x) —rC(t,z) =0, >0

et C(T,z) = (z— K)*.

Le processus S prend ses valeurs dans IR", résoudre 1’équation précédente pour un call européen
revient a étudier

oC oC 5 o1 02C
—_—— _ = >
o (t,z) + 5 (t,x) +o°x 5 92x (t,x) —rC(t,z) =0, >0

et C(T,z) = (z— K)*.
Gréace aux résultats précédents sur les équations aux dérivées partielles, on voit que

Ot ) = B(e™T=0(Sy" — K)*)
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ot dS*t =S¥t (rdu + 0dB,), et SP"' = x.
Le calcul de 'espérance se fait en remarquant que Sg,i’t = zxe
enne. Explicitons le calcul pour t =0

B(e7T(S§ - K)Y) = B(e7T(Sls,>x — Ke'TP(Sp > K))
efrTxE(eUﬁGJr(T*UQ/m(T)

o(T-1)G+(r=0*/2)(T=t) 4y @ est une gaussi-

ﬂaﬁ G+(r—a2/2)(T)21n(K/r))
—Ke "TP(oVT G + (r — 62/2)(T) > In(K/z))).

1l suffit alors d’utiliser des calculs portant sur des variables gaussiennes. Nous verrons plus loin que le
calcul du premier terme se déduit du second.

Remarque: Ces calculs permettent de calculer le 'Delta’ de 'option et de montrer facilement que
%—g = N(d;). Plagons nous dans le cas t = 0. La formule établie plus haut s’écrit

C(0,2) = Eg(e " (xMy — K)) (4.6)

ou S; = xM;. En dérivant sous le signe espérance par rapport a z, on obtient

oC
87(0’96) = Eq(e”"™" Mplon,>x) = N(dy)

4.2.4 Formule de Feynman-Kac

Théoréme 4.2.3 Soit k: IR — IR, une fonction continue et g : IR — IR continue telle que:

/ lg(z 4+ y)|e ¥V2%y < 0o V2 € R,a >0

— 00

Alors la fonction f définie par:

[o%¢) t
f(z) =E, [/ dt g(By) exp (—at —/ k(BQdS)} (4.7)
0 0
est Uunique solution C? bornée de:
1
(a+k)f=35/"+g (4.8)

DEMONSTRATION: Dans (4.7), E, signifie que le Brownien est issu de z. Nous ne donnons ici qu’une
idée de la démonstration. Considérons le processus a variation bornée (Z; : t > 0) défini par:

t
Zy = at+/ k(Bs)ds
0

Le lemme d’It6 appliqué au processus

t
U, def (Bt)e_zt—l—/ g(Bs)e Z=ds
0

ou f est une fonction de classe C? montre que
1
dUt = f/(Bt)GiztdBt =+ <2f//(Bt) — (O[ + k(Bg))f(Bt) + Q(Bt)) €7tht

Le processus U est une martingale si sa partie a variation finie est nulle i.e.:
1
3/ (@) = (a+ k(2)) f(2) + 9() = 0
Il reste a remarquer que
u(0, By) = u(0,x) = f(x)

et a vérifier que E(f(B;)e %) — 0.

Les conditions de positivité sur « et k et de bornitude sur g garantissant 1’existence d’une solution
continue et bornée a 1’équation différentielle. A

t
La formule (4.7) nous donne en particulier la transformée de Laplace en temps de exp — / k(Bs)ds
0

t t
et aussi celle de g(B;) exp —)\/ k(Bs)ds, donc la loi du couple (Bt,/ k(Bs)ds).
0 0
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Une application

EDS

Par application de la formule précédente & k(z) = Bl,>¢ et g(x) = 1, on obtient que pour o > 0 et

8 > 0, la fonction f définie par:

@)Y B, [ /O " dtexp (-m _3 /O t ﬂ[o’oo)(Bs)dsﬂ

est solution de I’équation différentielle suivante:

{ af (@)= 5"(@) = (@) +1 20
af(@) = 17"(a) + 1 7 <0

L’unique solution bornée et continue de cette EDO est donnée par:

—zy/2(a+ 1
BeV?a 4 1 x <0

En imposant la continuité de f et f’ en zéro, on trouve

Va+ -/
(a+ B)Va

t
Soit A} dgf/ 1jo,0[(Bs) ds. Nous avons obtenu
0

b
ala+f)

e’} t
/ dte™* (/ duy—e=2" > = !
0 o mult-u) ala+ )

on en déduit que la densité de A; est donnée par:

f(0) = /OOO dte ' E, {e‘ﬁAq =

En utilisant ’égalité

du

S — P
T/ u(t —u) (<)

P(Af € du) =

(4.9)

(4.10)

La loi de A; est donc une loi arcsinus sur [0,¢], ce nom provenant de la fonction de répartition de cette

loi :
0

0 0/t
_ 1 _ 1 2 esins /O
)—/0 ﬂmds /0 7r\/mdu Zarcsiny /

On obtient aussi une égalité en loi intéressante

P(AF <6

IA
+ 1

P(Af <0)=P(A <)

. loi . . .
ce qui montre que A" = tA} ce que 'on peut aussi obtenir par scaling.

(4.11)

(4.12)



Chapter 5

EXEMPLES DE PROCESSUS
D’ITO

La partie en Anglais est partie d’'un chapitre d’un livre a paraitre chez Springer. Merci de me signaler
tout faute de frappe.
5.1 Le brownien géométrique
On considere I’équation différentielle stochastique suivante
dXt = thtdlf + XtO'tdBt 5 XO =T (51)

ou b et o sont des processus adaptés bornés. Placons nous dans le cas de coefficients déterministes.
Cette équation admet une solution unique (Voir théoreme d’existence)

T exp {/Ot b(s)ds + /Ota(s)st _ ;/Ot 02(s)ds}

(il suffit d’appliquer la formule d’It6).
On écrit souvent (5.1) sous la forme

ax,

< = b0t +o(1)dB,

La martingale M; = X;e~% est solution de dM; = M,0dB;.
Théoreéme 5.1.1 La solution de dX; = X[bdt + odBy] s’écrit
I,
X = Xoexp{(b— 2 )t + oB:}

ou encore )
X, = X exp{(b— 502)(75 —s)+o(B,— Bs)}

11 est facile de vérifier que ’équation dX; = X;[bdt + cdB;], Xo =  a une unique solution. Soit ¥ une
seconde solution. Nous savons que X ne s’annule pas et

A(1/X0) = 5 lndt ~ 7dB)
avec 1 = —b + o2. Nous pouvons définir Z; = Y;/X;. Ce processus vérifie
dZ; = Zi[(p+b— o*)dt + (0 — 0)dB; = 0
soit dZ; = 0, ce qui est une équation différentielle ordinaire, de solution Z; = Zj.
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5.2 Modele de Cox-Ingersoll-Ross

Pour modéliser des taux, Cox- Ingersoll-Ross étudient I’équation suivante
dry = k(0 — r)dt + o+/r+dB; (5.2)

L’unique solution est un processus positif pour k6 > 0 (utiliser le second théoreme d’existence. Voir
Tkeda-Watanabe). 1l n’est pas possible d’obtenir une formule explicite. Soit r* le processus solution de
(5.2) avec 7 = x. On peut montrer que, si T = inf{t > 0:rf =0} et 2k0 > o2 alors P(T} = o0) = 1.
Si0 <2k <o?etk>0alors P(T§ <oo)=1etsik<0onaP(T§ <oo)€|0,1].

Cependant, on peut calculer 'espérance de la v.a. r; au moyen de 'égalité E(r;) = ro + k(0t —

fot E(rs)ds), en admettant que I'intégrale stochastique est une martingale, ce qui est le cas. On calcule

sans difficultés supplémentaires I'espérance conditionnelle, en utilisant le caractere Markovien:
Théoréme 5.2.1 Soit r le processus vérifiant
dry = k(0 —ry)dt + o\/ridBy.
L’espérance conditionnelle et la variance conditionnelle sont données par
E(re|Fs) = rse ™79 4 9(1 — e7H=9),

0.2(67]{‘(7575) _ ef2k(t75)) 90.2(1 _ efk(tfs))Z
k + 2k
DEMONSTRATION: Par définition, on a pour s < ¢

Var(ry |Fs) = s

t t
ry = Ts+k/ (Q—Tu)du+0/ V7w dBuy,

et en appliquant la formule d’Ito
t t t
2 = ri4 Qk/ (0 —ry)rudu + 20/ (r)*%dB, +02/ rudu

t t ¢
= T§+(2k9+o’2>/ rudu—2k/ ridu_g_gg/ (r)*/2dB,.
S

S S

En admettant que les intégrales stochastiques qui interviennent dans les égalités ci-dessus sont d’espérance
nulle, on obtient, pour s =0

E(r) = ro + k (0t _ /Ot E(ru)du> ,
" E(r?) = r3 + (2k0 + o?) /Ot E(ry)du — 2k /Ot E(r?)du.

Soit ®(t) = E(r:). En résolvant I'équation ®(t) = ro+ k(0t — fot ®(u)du) qui se transforme en 1’équation
différentielle ®'(t) = k(6 — ®(t)) et ®(0) = ro, on obtient

E[r(t)] = 60 + (ro — 8)e ™",
De la méme fagon, on introduit 1 (t) = E(r?) et en résolvant W' (t) = (2k0+02)®(t) — 2k¥(t), on calcule
0
Var [ry] = % (1 — e ) [rge™" + 5(1 —e k).
L’espérance et la variance conditionnelle de r s’obtiennent en appliquant la propriété de Markov :

E(Tt “7:5) =0+ (7"3 — H)e*k(tfs) =Ty efk(tfs) + 9(1 _ e*k(iffs))7

02(e—k(t—s) _ e—2k(t—s)) N 9p2(1 _ e—k(t—s))Q

Var(ry | Fs) = rs A o

On va utiliser les méthodes du chapitre précédent pour calculer (exp — ftT Ty dU |]-"t) .
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Calcul du prix d’un zéro-coupon

Proposition 5.2.1 Soit
dry = a(b—ry)dt + o\/ridBy.

T
E (exp—/ Tu du|ft> = G(t,r)
t

G(t,z) = (T —t) exp[—z V(T — t)]

Alors

avec

2ab

2(e7® —1 2velr+a)3 2
W = e g 20 = (s )7 o
(y+a)(evs —1) + 2y (v +a)(ers —1) + 2y

DEMONSTRATION: Soit %t la solution de
dr®t = a(b—r*")ds + r®'dB,, rPt =2
s - S p S S t -

et R, = exp (— f: rot du). La propriété de Markov implique qu’il existe G telle que

exp (—/ it du|.7—'t> = G(t,m)
t

On admet que G est de classe C1'2. On applique la formule d’It6 & G(s,r%*)R. qui est une martingale.
Il vient

T 2
. . oG 000G 1 5 ,0°G
G(T7 rTrt)Rt — G(t, (E) + ‘/t Ri(—rs7tG + ¥ + a(b —r 7t)% + 502rs ;tw)(s,rs)ds + My — M,
ou M; est une intégrale stochastique. Si I'on choisit G telle que
oG oG 1 4, 9°G

et G(T,z) = 1,Vz, il vient
RY = RyG(t,r) + Mp — M — t,

T
ou M est une martingale. En particulier, £ (exp <—/ Tsd8>> = E(Rr) = RoG(0,z). En se plagant
0

E (exp <— /T it du) > =G(t,x)

11 reste a calculer la solution de I’équation aux dérivées partielles (5.3). Un calcul assez long montre

que!

entre t et T, on obtient

G(t,x) = ®(T — t) exp[—a V(T —t)]

avec
2ab
(e — 1 Ive(rta)s T2
(y+a)(ers—1)+2y (v+a)(e® —1)+2y
v = a?+20°.

Si l'on note B(t,T') le prix du zero-coupon,
dB(t,T) = B(t,T) (rydt + o(T — t,r¢)dBy)

avec o(u,r) = oW (u)\/r

L«Vous leur conseillerez donc de faire le calcul. Elles [les grandes personnes] adorent les chiffres: ga leur plaira. Mais
ne perdez pas votre temps & ce pensum. C’est inutile. Vous avez confiance en moi.” Le petit prince, A. de St Exupéry.
Gallimard. 1946. p. 59.
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5.3 Processus de Bessel et carré de Bessel

Pour des détails sur les processus de Bessel, voir Revuz-Yor. Bessel processes are intensively used in
Finance, to model the dynamics of asset prices and/or of spot rate or as a computational tool. An
intensive study is made in Going and Yor [?]. Applications to finance can be found in Leblanc’s thesis
and in Szatzschneider [?, ?].

5.4 Definitions

5.4.1 Euclidian norm of n-dimensional Brownian motion

Let n > 1 and B = (By,Bs,...,B,) be a n-dimensional Brownian motion and define a process X as
X = ||Byl, i-e., X7 =Y (B:)?(t). 1t&’s formula leads to dX? = > i | 2B;(t)dB;(t) + ndt.
The process 0 defined as

1 I O
dfy = — By -dB; = —— B;(t)dB;(t), =0,
ﬁt Xt t t HBtH; () () ﬁO

is a continuous martingale as a sum of martingales and the bracket of 3 is ¢ (the process (37 —t, t > 0)
is a martingale). Therefore, 3 is a Brownian motion and the equality d(X?) = 2B; - dB; + ndt can be
written as

d(X}?) = 2X,dB; +ndt.

Using Itd’s formula again, we get that,

n—1dt

dX; =d —
t B + 7 X,

where 3 is a Brownian motion, and, setting V; = X?

AV, = 24/V,dB, + ndt .

We shall say that X is a Bessel process (BES) with dimension n, and V is a squared Bessel process
(BESQ) of dimension n.

5.4.2 (General definition

Let W be a real valued Brownian motion. Using the elementary inequality |\/z — /y| < /|z — y|, the
existence theorem ?7? proves that for every 6 > 0 and a > 0 , the equation

dZt = (Sdt+2\/ ‘Zt|th,Z() =«

admits a unique strong solution. The solution is called the squared Bessel process of dimension ¢, in
short BESQ?. In particular, if & = 0 and § = 0, the obvious solution Z = 0 is the unique solution.
From the comparison theorem 4.1.3, if 0 < § < §’ and if p and p’ are squared Bessel processes with
dimension ¢ and ¢’ starting at the same point, then 0 < p; < p} a.s.

In the case § > 2, the squared Bessel process BESQ‘;starting at o will never reach 0 and is a transient
process (p; goes to infinity as ¢ goes to infinity). If 0 < § < 2, the process p reaches 0 in finite time
and is reflected instantaneously. If § = 0 the process remains at 0 as soon as it reaches it. Therefore, Z
satisfies Z; > 0 for all t and we do not need the absolute value under the square root.

Définition 5.4.1 (BESQ‘;) For every § > 0 and « > 0, the unique strong solution to the equation

t
pt=a+5t—|—2/ Vps AW
0

is called a squared Bessel process with dimension §, starting at o and is denoted by BESQ‘S,

Définition 5.4.2 (BES‘S) Let p be a BESQéstarting at a. The process R = \/p is called a Bessel
process of dimension ¢, starting at a = \/a and is denoted BES°.



July 8, 2006 59

Définition 5.4.3 The number v = (6/2) — 1 (or 6 = 2(v+1)) is called the index of the Bessel process,
and a Bessel process with index v is denoted as BES®).

We use the notation O for an index, whereas there are no bracket for the dimension. A Bessel Process
R with index v > 0 (i.e. § > 2) is a diffusion process which takes values in IR, and has infinitesimal
generator
1 d? 2v+1d 1 d? 6—1d

L=—-— = 4+ -
2dx2+ 2r dx 2d:c2+ 2¢ dx

Therefore, for any f € C2, the processes
t
f(r) - [ L
0

t
For 6 > 1, a BES°satisfies E (/ ;l;) < oo and is the solution of
0 S

are martingales.

Rt_a+Wt+—/ — ds. (5.4)

In terms of the index

1. [/"1
Rtfoz+Wt+(1/+§)/0 R—Sds.

For § = 1, the BES! is R, = |B:| = B¢ + Ly where B and 8 are Brownian motions and L is the local
time of Brownian motion B. For § < 1, it is necessary to introduce the principal value of the integral

t
d
/ R—S in this case, we have

Rt—a—l—Wt—&—va/—ds (5.5)

where the principal value is defined as

pv/ —ds-/ 2L — LY)dx

and the family of local times is defined via the occupation time formula
t 0
d(Rs)ds = o(x) L’ da .
0

In the same way, the infinitesimal generator of the Bessel squared process p is

d2 d

Fpr) — / Af(pa)ds

hence, for any f € C%, the processes

are martingales.

A scale function for a BES™Wis s(z) = =2 for v < 0, s(z) = 2Inz for v = 0 and s(z) = —z~2 for
v > 0.
A scale function for a BESQ™)is s(z) = Inxz for v = 0, s(z) = —z~¥ for v > 0 and s(z) = 2~ for

v < 0.
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5.4.3 Scaling properties

1

Proposition 5.4.1 If (p;,t > 0) is a BESQ?starting at x, then (=pet,t > 0) is a BESQ? starting at
c

x/c.

DEMONSTRATION: From

t
pt:x+2/ VpsdWs + 0t
0

we deduce that

1 z 2 [ 5. = frps\V? 1
= =4 = AW+ —ct == 42 (—5) — dW,. + 6t
Pt c+c/0 VPs +cc c+ /0 c Ve +

1
Setting u; = —pct, we obtain
c

t
ut:%+2/ Vs dW, + 5t
0

—~ 1
where (W; = — Wy, t > 0) is a Brownian motion. A

NG

5.4.4 Absolute continuity

On the canonical space 2 = C(IR4,R}), we denote by R the canonical map Ri(w) = w(t), by Ry =
o(Rs,s < t) the canonical filtration and by prY (or P?) the law of the Bessel Process of index v (of

dimension §), starting at «, i.e., such that P(gu)(Ro = a) = 1. The law of BESQ’starting at z on the
canonical space C (IR, , IRy) is denoted by Q2.

Proposition 5.4.2 The following absolute continuity relation between a BES(”)pmcess (with v > 0)

and a BES©) holds o
y Ri\" v ds
P{|r, = <x> exp <2 /0 R2> PO, , (56)

where P") is the law of a BES with index v.

DEMONSTRATION: Under P, the canonical process R satisfies

1
dRy = dW; + —dt .
t t+2Rt

I R; ”e V2 /t ds
pr— —_— X R — —_
¢ X p 2 0 Rg

is a non-negative P(?)-martingale. Indeed, Itd’s formula leads to

st = Z/Lt ln(Rt)th 5

The process

hence, the process L is a local martingale. Obviously, sup,«; L; < sup,«p(R;/z)”. The process R? is a
squared Bessel process of dimension 2, and is equal in law to B? + Bg where B and B are independent
BM, hence RF is integrable for k > 2. The process R is a submartingale as a sum of a martingale and
an increasing process, and Doob’s inequality (??) implies that

B((sup R)*] < CLE[RE).

From Girsanov’s theorem, it follows that

1 1 1
— _— dt— 1 = R z
dRy R, dt — d{(R,vIn R); = dR; 7 (v+ 2)dt

is a Brownian motion under P*) = Ltngo).

Remarque 5.4.1 If the index is negative, then the absolute continuity relation holds before T}, the
first hitting time of 0:

» R\" v [t ds
Pz( )‘Rtﬂ{t<T0} = (;) exp (2/0 Rg) PZI(TO)‘Rf .
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5.5 Properties

5.5.1 Additivity of BESQ

An important property, due to Shiga-Watanabe, is the additivity of the family BESQ. Let us denote
by P * @ the convolution of P and Q.
Proposition 5.5.1 QJ % Qg' = Q‘Sxi‘;

DEMONSTRATION: The proposition is just a way to tell that the sum of two independent BESQ is a
BESQ. The proof is trivial in the case where § and §’ are integers. In the general case, let X and Y be
two independent BESQ starting at = (resp. y) and with dimension § (resp. ¢')and Z = X +Y. Then

Zt—l'+y+((5+5lt+2/ (\/ X.dB} + \/ZdBE).

Let B? a third Brownian motion independent of (B!, B?). The process W defined as

t VX, dBl + /Y, dB? t
Wi :/ ]I{Zs>0} ( f ) +/ ]I{ZSZO}ng
0 Zs 0

is a Brownian motion (this is a martingale with increasing process equal to t) and

Zy=x+y+(6+0d)t+2 \/ s AW .

5.5.2 Bessel functions

The modified Bessel function I,, and K, satisfy the Bessel differential equation
2.1 / 2 2 _
" (z) + zu'(z) — (2° + v )u(x) =0

and is given by :

P v © Z2n
L) =2
(2) (2) ;22”n!F(V+n+l)

K (2) - TU=(E) = L(2))

2sinmz

5.5.3 Transition densities

Let E° denote the expectation under Q2. We get now easily the Laplace transform of p;, where p is a
BESQ‘S. In fact, Proposition 5.5.1 leads to

B2 [exp(—Ap1)] = ELlexp(—po)] [Edlexp(—p)]]" "

and since under Q1, ther.v. p; is the square of a Gaussian variable, it is easy to check that El[exp(—Ap;)] =

1 Ax
— — . Theref
o exp( T 2)\t) erefore

AT

1+ 2At)' (5.7)

EJ[exp(—Aps)] = exp(—

1
(1+2Xt)9/2

Bessel and Bessel squared processes are Markov processes and their transition densities are known.
Inverting the Laplace transform (5.7) provides the transition density q ) of a BESQ as

t(u)(x y) = th (y)u/2 exp (_:c;;y) ]U(@) (5.8)
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and the Bessel process of index v has a transition density p,E”) defined by

(@, y) = y(z>yeXp(—x2+y2)Iu(w), (5.9)

4 2t 4

where I, is the usual modified Bessel function with index v.
For = 0, the transition probability of the BESQ®™ (resp. of a BES™) is

¢“(0,y) = 26)"“TI[C(v + 1)]7'y” exp (_%)

2
v —Vyg—\V — 1% y
p0,y) =27t I + 1)) 'y* exp <_2t) '

(See the Appendix for definition of Bessel functions.)

Exercice 5.5.1 (from Azéma-Yor [?]). Let X be a BES®. Prove that 1/X is a local martingale, but
not a martingale. Establish that

1—u

E(1/X1[Ry) = ;u@b( Xy

a
where ®(a) :/ dye_yz/Q.
0

5.5.4 Hitting times for Bessel processes

For a BES®(See, e.g. Kent [?] or Pitman-Yor [?] prop. 2.3)

) (e~ ATo)  — Q VKV(CWQ/\) or a

EW)( ) = <a> K ovon forb < (5.10)
ety — (0) Ilav2y)

EW)( ) = <a> V) fora < b (5.11)

Remark that, for a > b, P\" (T} < 00) = (b/a)?. Indeed, P\")(T}, < 00) = limy_o B (=T, and it
is well known that K, (z) ~ ¢(v)z~" for z close to 0.
In particular, for a 3-dimensional Bessel process
A2 Ab

E} =Ty =
o(exp—5Th) = =i

and, more generally
A2 b sinh Aa
E3 ——Ty) = — ——
(exp =5 ) = 7 ke

From inversion of Laplace transform,
3 m? n+1,.2 —n?n2t/(2b%)
Fi(Ty € dt) = 75 (Znez(—l) n2e ) dt

Exercice 5.5.2 The power of a Bessel process is another Bessel process time-changed

v o1 t ds
ol R 2 R [ )
o [R

g")]Q/p

1 1 1
where — 4+ - =1v > ——.
p q q
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5.5.5 Laplace transforms
Proposition 5.5.2
2 v—y
N I ds R
EW) {exp(—aRf - ?/0 RE)} =E [(:) exp(—aRf)] (5.12)

where v = p? + v2.

DEMONSTRATION: Let (R;,t > 0) be a BES"starting from r > 0.

1 1 >

From Pl m/o dv exp(—vx)v®~ !, it follows that

EW) [(Rtl)?a} = ﬁ /000 dv v ' EM exp(—vR?)].

Therefore, for any « > 0, the equality

(v) 1 1 1/2 a—1 v—a 2
— _ _
Er ( t)2 ( ) ) dvv (1 2t1)) exp( T ’U)

2
follows from the identity B [exp( —vR2)] -

1
T 20y P < 1+ 20t

> and a change of variable.

We can also compute, using (5.6)

2 rtds R.\" p+v? [tds
W) _aR? — /L/ kil - pO| (=t —aR? — / 22
T |:eXp( a’Rt 2 0 R? ) T r eXp( alvy 2 0 R? )

= mO[(B) expi-ad)

v—ry
where v = /2 + v2. The quantity E KRt> exp(aRf)] can be computed with the help of the
T

first part of this section

2c o]
1 1
Eﬁ'Y){(R&) exp(—aRf)] = m/o dvv®* P ED) [exp(—(v + a)R?)]
1 > 1 _ r?(v + a)
= — a=1(1 49 (1+7) _
o) /0 dvv® (14 2(v + a)t) exp 1200 1 )i
therefore
2 t [e%S) 2
(v) _ap2_ E — 1 / dvv® (142 t —(1+7) __r (v+a)
o [exp< o 2 Jo R? Lla)r =7 Jo ot 12w+ a)t) P 142w+ a)t
1 1
where a = 5(7 —v) = 5(\/;12 +v2—v).
Exercice 5.5.3 Prove, using the same method that
1 w2 [tds RY w2402 [tds
| L _7/7 _ po| B _ /7
g [ = BO| S ew-5 [ 2
- EW {R?VT
rv—"

Proposition 5.5.3 For a BESQ®, we have

1
- 1
Q° {exp(;bz/ psds)} = (coshbd) /2 exp <2xbtanhb> . (5.13)
0
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DEMONSTRATION: For any locally bounded function F the process

€ t 1 i
Zy d:f exp |:/ F(S)Vpdes - 5/ F2(S)psd5:|
0 0

is a local martingale. The BESQ®process p satisfies dpy = 2,/pedWy + 0 dt, therefore

Z; = exp B /Ot F(s)d(ps —ds) — ;/Ot Fz(s)psds] .

If F is differentiable, an integration by parts leads to

/ F(s)dps = F(t)pr — F(0)po — / podF(s)
0 0
and

Zy — exp [;F(opt—mmw—é / F(s)ds) — / P (s)puds + pud ()]

/
Let us choose F' = 3 where ® satisfies for a given b

" =p?®, ®(0) =1, (1) =0.
It is easy to check that ®(t) = cosh(bt) — (tanh b) sinh(bt). Then,

2t
Zy = exp [;(F(t)pt —F0)x —dln®(t)) — %/0 psds}

is a martingale and

1=E(Z)=E(Z)=FE <exp [—;xcb'(()) - gm@a) - 622/01 des]> .

From ®(1) = 1/coshb and ®'(0) = —btanhb we get the result. A

Exercice 5.5.4 We can extend the previous result and prove that the Laplace transform of the process,

o o ([ st

is known. More generally, let x4 be a positive, diffuse Radon measure on IRT. The Sturm-Liouville
equation ®” = u® has a unique solution ®,, which is positive, non-increasing on [0, co[ and such that

®,(0)=1. Let () = %(t)/o @ffs).

1. Prove that ¥ is a solution of the Sturm-Liouville equation and that ¥,(0) = 0, ¥}, (0) = 1, and
satisfies the Wronskian relation

W(®,,0,) =&, — &/, ¥, =1.

2. Prove that, for every ¢ > 0, one has

(1) - o)

©w

@2 (o0 (5 [ X)) = @000 o0 (F0,00))
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5.6 Cox-Ingersoll-Ross processes

5.6.1 CIR processes and BESQ
The Cox-Ingersoll-Ross (CIR) process is the solution of

d’l"t = k(e — Tt> dt + U\/ﬁth . (514)

Change of time

The change of time A(t) = o%t/4 reduces the study of the solution of (5.14) to the case o = 2 : indeed,
if Zy = 14244, then
dZt == k/(9 - Zt) dt + 2\/ thBt

with &' = ko?/4 and B is a Brownian motion.
The CIR process (5.14) is a space-time changed BESQ process: more precisely,

0.2

ry=e M (@

(e~ 1))
. 5 : 4k0 :
where (p(s),s > 0) is a BESQ®(«) process, with § = —-. (If needed, see the following theorem ?7). In
o

4k0
particular, if —- > 2, the process does not hit 0.
g

From the second theorem on the existence of solutions to SDE, the equation (5.14)admits a unique

non-negative solution. Let us assume that 2kf > 02 and denote T = inf{t > 0 : rf = 0} the first
hitting time of 0. Then, P(T§ = oo) = 1, i.e., the process r does not reach 0. In the case 0 < 2k < o
and k > 0, then P(T§ < o0) =1. If k < 0, then P(T§ < o0) €]0,1] .

5.6.2 Transition probabilities for a CIR process

From the expression of a CIR process as a change of time of a square Bessel process, we obtain using
the density of the squared Bessel process given in (5.8)

Proposition 5.6.1 The transition density P(ry € dr|rs = p) = f(r;t — s, p)dr is given by

k

t kt kt
o) = 5 () e (<221 ) 1 (el

c 2c

2
where ¢ = a—(ekt —1) andv =20 1.

4k o
In particular, denoting by 7(p) the CIR process with initial value ro(p) = p, the random variable
Y; = r4(p)eFt /c has density

/2
€ — v
P(Y; € dy) = 573 ¢ vy 21, (Jya)dy

where o« = p/c. This law is a non-central chi-square with 6 = 2(v + 1) degrees of freedom, and « the
parameter of non-centrality.
If we denote by x2(d, a;y) the cumulative distribution function of this law, we obtain

46 p KerT
P(rp > plro=p) =1— X2(§7 o T)

o kr
ith c= — —-1).
with ¢ = - (e )
Exercice 5.6.1 Let X;,i = 1,...,n be n independent random variables with X; loi N(m;,1). Check
that >, X2 has a non-central chi-square with d degrees of freedom, and Y~ m? non-centrality parameter.
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5.6.3 CIR model for spot rate

The Cox-Ingersoll-Ross model for interest rate is the object of many studies since the seminal paper of
Cox et al. [?] where the authors assume that the riskless rate r follows a square root process under the
historical probability given by

dry = l;:(é — 1) dt + O'\/Eth

where I%(é —r) defines a mean reverting drift pulling the interest rate toward its long term value 6 with
a speed of adjustment equal to k. In the risk adjusted economy, the dynamics are supposed to be given
by :
d’l“t = (k(@ — Tt) — )\Tt)dt + U\/Eth = k’(@ - ’I"t)dt + O'\/Eth

where (W, t > 0) is a Brownian motion under the risk adjusted probability @, k = k+\ 6= l::(é/k)7
and where A denotes the market price of risk. Therefore, we shall establish formulae under a general
dynamics of the form (?7). Even if no closed-form expression can be written for ry, it is remarkable
that the Laplace transform of the process, i.e.

E [exp ( /0 t dud)(u)ru)]

is known (See Exercise 5.5.4). In particular, the expectation and the variance of the random variable
r; can be computed. Dufresne has obtained formulae for the moments.



Chapter 6

CHANGEMENT DE
PROBABILITE

On travaille avec un espace (2, F, F;, P) et un horizon fini T'.

6.1 Théoreme de Girsanov

6.1.1 Changement de probabilité

Proposition 6.1.1 Soient P et Q deux probabilités sur (Q, Fr). On suppose P et Q équivalentes. Alors
il existe (Ly,t < T), P — (F;)-martingale strictement positive telle que Q = LrP sur Fr et Q|r, =
LiP\g,, c’est-a-dire telle que Eq(X) = Ep(LiX) pour toute variable X Q-intégrable Fi-mesurable pour
t<T. Deplus, Lo =1 et Ep(L;) =1, Vt <T

DEMONSTRATION: Si la restriction de P et Q & Fr sont équivalentes, il existe une v.a. Ly Fr-mesurable
telle que @ = LpP sur Fr (Théoréme de Radon-Nikodym). On dit que Ly est la densité de @ par
rapport & P et Eg(X) = Ep(LpX) pour toute variable X Fp-mesurable et Q-intégrable (Voir Rappels,
chap. 1). En particulier, Ly est strictement positive et Ep(Lyr) = 1. Soit Ly = Ep(Lp|F:). Par
construction (L, t < T') est une martingale et est la densité F;-mesurable de Radon-Nikodym de @ par
rapport & P sur ;. En effet, si X est Fi-mesurable et @) intégrable (par exemple bornée),

Eq(X) = Ep(LyX) = Ep[Ep(XLy|F)] = Ep|XEp(L7|F:)] = Ep(XLy).

A

1l est & remarquer que dans ce cas, on a P = (L7)7'Q et Ep(Y) = Eqg(L;'Y) et (L;',t <T) est
une @Q-martingale.
On parlera de la loi' d’une variable (d'un processus) sous P ou sous @ suivant que I’espace est muni
de la probabilité P ou Q. Une propriété vraie P-p.s. est vraie Q-p.s. Il convient de faire attention aux
propriétés d’intégrabilité, une v.a. P intégrable n’est pas nécessairement @Q-intégrable.

Proposition 6.1.2 On a équivalence entre M est une Q-martingale et LM est une P-martingale.

DEMONSTRATION: Soit M une @-martingale. En utilisant la formule de Bayes et la propriété de P-
martingale de L, on obtient, pour s < ¢,

Ep (L M| Fs)

M, = Eq(M|Fs) = 7

D’ou le résultat. La réciproque résulte de la formule de Bayes . A

1« Les lois doivent tellement é&tre propres au peuple pour lesquelles elles sont faites, que c’est un tres grand hasard si
celles d’une nation peuvent convenir a une autre”. Montesquieu.

67
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6.1.2 Théoreme de Girsanov
On peut démontrer le résultat suivant, connu sous le nom de théoréeme de Girsanov

Théoreme 6.1.1 Soit (B, t > 0) un mouvement brownien sur un espace (Q, F, P) et (Ft) sa filtration
canonique. Soit

t 1t
Ly := exp[/ 0sdB;s — 7/ 0%ds], t <T
0 2.Jo

ot 0 est un processus (Fi)-adapté (autrement dit dLy = L6,dB;). On suppose E(Lp) = 1. Soit

dQ| def L1dP|r,. Le processus By s’écrit By := B, + fg 0,ds ot B est un @Q-mouvement brownien.

Sous la condition de Novikov Ep(exp % fOT 62 ds) < oo, Lt est une variable positive d’espérance 1 sous
P et L est une P-martingale.

Si L n’est pas d’espérance 1, L est une surmartingale d’espérance strictement plus petite que 1. Nous
verrons plus loin pourquoi nous utilisons des martingales L de cette forme.

DEMONSTRATION: Dans le cas § = m (constante) on utilise la caractérisation du Brownien par
2 2

A - A
la propriété de martingale de exp(AB; — 775) Il faut donc montrer que exp(AB; — ?t) est une Q-
martingale, ou que

L exp(A(By — mt) — %t) = exp((A +m)B; — %[Qm)\ + (m? + 2\))t)

est une P-martingale, ce qui est évident. Dans le cas général, on peut facilement vérifier que B est une
Q-martingale, car BL est une P-martingale. Le crochet de la Q-semi martingale B est le méme que
celui de sa partie martingale, soit celui de la @-martingale B. Le crochet ne dépendant pas du choix de
la probabilité, le crochet de B est t, et le crochet de B est aussi t.

On peut également vérifier que Ef — t est une @Q-martingale, car (Btg — t)L; est une P martingale.

A

Une facon d’utiliser le théoreme de Girsanov est la généralisation suivante

Proposition 6.1.3 Soit Z une P-martingale locale continue et Q définie sur F; par
1
dQ = exp(Z; — §<Z>t)dP = LdP.

On suppose que Q est une probabilité. Si N est une P-martingale locale continue, le processus (Ny —

1
(N,Z)t = N¢ — L—(N, L), t > 0) est une Q-martingale locale continue de crochet (N);.
t

DEMONSTRATION: La martingale L, = exp(Z; — 1(Z);) vérifie dL; = L;dZ;. Le processus (N; —
(N,Z),t > 0) est une Q-martingale locale: il suffit de vérifier que (L¢Ny — Li(N, Z):,t > 0) est une
P-martingale locale par application de la formule d’It6. Le crochet de N ne dépend pas de la probabilité
sous laquelle on travaille (sous réserve que cette probabilité soit équivalente a la probabilité de départ),
car le crochet est défini comme limite des variations quadratiques. A

Une autre fagon d’écrire ce résultat est de se placer sur ’espace canonique. On obtient ainsi ’absolue
continuité de W (loi du Brownien) et W*) (loi du Brownien de drift v).

2
WOz, = exp(vW; — %t)wm . (6.1)

Quelques mots d’explications. Dans le membre de droite, W est 'application canonique. Elle est notée
W pour faire penser au Brownien mais pourrait étre notée X comme nous allons le faire (comme dans
une intégrale, la variable muette peut s’appeller « ou y). Cette écriture traduit que

2

WO (F(Xy,u < t)) = W(exp(vX; — %t)F(Xmu <))
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pour toute fonctionnelle F'.
Regardons le cas particulier F(X,,,u < t)) = f(X;). Le terme W) (F(X,,,u < t)) est alors W) (f(X;)) =
E(f(Wi+vt)) ot dans le terme de droite W est un brownien (et donc (W;+vt,t > 0) un Brownien de drift

2 2 2

v). Le terme W(exp(l/th%t)F(Xu,u < 1)) est W(exp(uth%t) F(X)) = E((exp(ywr’%t) FWL)

ou dans le terme de droite W est un brownien. Le théoreme de Girsanov nous dit que si W est un

brownien sous P et dQ|r, = exp(vW; — %t)de:t, alors

1/2 ~
Ep(exp(vWy — —-1) f(Wh)) = Eq(f(Wr)) = Eq(f (W + 1))

ou W est un Brownien sous ). C’est exactement I’écriture (6.1).
Remarquer que ceci se généralise au cas ot ¢ est un temps d’arrét et aussi au cas ou le changement de

¢ ¢
1
probabilité est de la forme exp(/ 0sdW, — 3 / 02ds).
0 0

On parle de formule de Cameron-Martin quand 6 est déterministe.

6.1.3 Remarques

En utilisant les formules exponentielles déja vues, on remarque que L est solution de dL; = L;0:dB;, Lo =
1. Il convient de remarquer que P s’obtient en fonction de @ par dP = L;ldQ, avec

T 1 (T
Lt = exp[—/ 6(s)dB; + 5/ 02(s)ds).
0 0
Cette formule est souvent utile, mais il faut se souvenir que B est un brownien sous P. Si l'on veut
écrire L en terme de Brownien sous @, on obtient L' = exp[— fOT 0(s)dBs — 3 fOT 02 (s)ds].

Le processus (L; ',t > 0) est une Q martingale, et si X € Fr on a Ep(X) = Eg(L;'X).

6.1.4 Exercices

a. Calcul de E(B; exp[fOT 0sdBs — %fOT 62ds]) pour t < T et 6 déterministe.

Sil’on veut calculer I = E(B; exp[fOT 0sdBs — % fOT 62ds]), ot B est un brownien, on effectue le change-
ment de probabilité avec L, = exp[fot 0sdBs — %fOT 6%ds] et on a

t t ¢
I=Ep(LyBy) = Ep(LiBy) = Eqg(B;) = Eq(B: —|—/ s ds) = / Eq(6s)ds = / 05 ds.
0 0 0
Utilisons sur cet exemple la notation (6.1).
T 1 T t
I = W(X, exp( / X, — / 62ds)) = WO (X,) = W(X, + / 0.ds)
0 0 0
On peut en guise d’application calculer E(B;exp By).

b. Calcul de [ = E(exp[—aB? — % gdsBE]) out B est un brownien issu de a

On pose = = a? et on définit P’ par dP® = L;dP avec
b, o b2 [t 9
Ly =exp[—=(Bf —x—t)— — [ dsBi]
2 2 Jo
En utilisant la formule d’intégration par parties, on a

t b2 t
L = exp[—b/ B;dB; — —/ dsB?]
0 2 Jo



70 Changement de probabilité

et L est une P martingale. Sous P?, (Bt = B;+b fot ds Bs,t > 0) est un brownien issu de a et 3; = B,—a
est un brownien issu de 0. Sous P’ on a

t
Bt:a—i—ﬂt—b/ dSBS
0

donc B est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck sous P et By est une v.a. gaussienne d’espérance ae

et de variance ;(1 —e~2""). On a

vt b
I = E*L; " exp[—aB? — 5/ dsB?]) = E°[exp|—aB? + 5(3,52 —xz—1t)))
0
Il reste quelques calculs simples et longs pour obtenir

xb 1+ 2 coth bt

o
I = (cosh bt + 2= sinh bt) /2 exp[—
(cos p St bt) = expl—5 coth bt + 28

].

d. Temps d’atteinte

Proposition 6.1.4 Si X est le processus défini par Xy = vt + By et si TY = inf{t > 0; X; = a} est le
temps d’atteinte de a, on a pour \ tel que v + 2\ > 0,

E(exp(=ATY)) = exp(va — |a|v/v2 + 2)).
DEMONSTRATION: Il suffit de remarquer que pour A > 0,
E (exp(=ATy))) = E(L(ry<oo) exp(=AT;)) = W (exp(=AT0) Lz, <o0)
= W(exp(vXra — %sza)exp(fATa)n(T;m))
= el’aW[exp(f%(V2 +2X0)7T7))

A

On verra dans la section 7?7 d’autres applications. Remarque P(TY < oo) = 1 si av > 0 et
P(TY < o0) < 1 sinon. On obtient

P(TY € dt) =

6.1.5 Cas vectoriel
Mouvement Brownien standard

Si BM et B® sont indépendants sous P et si dQ = LidP avec Ly = L}L? et

. to ) 1/t
Ll = exp { / 0aBW — = / (e)gZ))?ds}
0 2 0

. . t .
on vérifie que dL; = Lt(tﬁ)gl)dB,gl) + ng)dB,EQ)) et que, sous @ , Bt(z) = Bt(l) - / 0% (s)ds sont des MB
0
indépendants.

Cas de MB corrélés
Soit BM et B?) deux MB de coefficient de corrélation p sous P, F; la filtration naturelle du couple

. . t .
BW B® et dQ|z, = LidP|s, avec dL, = Ly(0MdBY +0@dB). Sous @, B” = B! — / (0D (s) +
_ 0
p0Y) (s))ds sont des MB de corrélation p sous Q. (Mais D'égalité entre L et le produit L'L? n a pas

liew.) En effet, pour montrer que BX) est un Q-MB, il suffit de vérifier que LB®) est une Q-martingale
locale. La formule d’It6 conduit a

d(LBW) = LBW(9*dBW + 62dB®) + L(dBWY — (8" + pb?)dt) + L(6'dt + 6°pdt)
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6.2 Application aux modeles financiers

Soit S vérifiant
dS(t) = S(t)[b(t)dt + o(t)dWy].

On peut trouver une (et une seule) probabilité @) équivalente a P telle que
dS(t) = S()[r(t)dt + o(t)dB]

ol B est un @Q-mouvement Brownien, et 7 est le taux sans risque. Il suffit de prendre dQ|z, = L:dP|z,
avec L solution de Lo = 1,dL; = L;0(t)dW; avec 0(t) = —a~1(¢)(b(t) —r(t)), sous réserve d’intégrabilité
de 6. En effet

bt) —r(t)

dB; = dW,; — 0(t)dt = dW,
t t (t) ¢+ (1)

est un Q-MB et

b(t)dt + o (t)dW, = b(t)dt + o(t)[dBy + 0(t)dt] = r(t)dt + o (t)dB,

La probabilité @) est appellée probabilité risque neutre. Soit R; = exp (— fot r(s) ds) le coefficient

d’actualisation. Le processus SR des prix actualisés vérifie d(SiR;) = SiRi0+dBy, et est une Q-
martingale locale.

6.2.1 Application a la valorisation d’un actif contingent en marché complet

On se place dans le cas r constant. Soit V; la valeur en ¢ d’un portefeuille auto-financant dupliquant
Pactif contingent ¢ ol ¢ est une v.a. positive Fp mesurable, intégrable (on admet 'existence d’un tel
portefuille pour le moment). Dans le cas d’un call européen, ¢ est égale & (S — K)™.

Proposition 6.2.1 Le processus VR est une Q-martingale et
Eq(RrVr |Fi) = Eq[Rr(|F] = ViR

DEMONSTRATION: Admettons 1'existence d’un portefeuille de duplication a, 7 tel que Vi := a;S? + 7Sy
et Vr = (. La condition d’autofinancement est, par définition dV; = atng + mdS;.  Si on note
Vi = e "V, et Sy := e~ "9, les valeurs actualisées on montre facilement que dV; = m,dS; soit

t t
‘N/t = % +/ 7""s'dg‘s‘ = ‘/0 +/ 7TsSs]%so'sst~ (62)
0 0

On remarque qu’a tout processus 7 et a toute valeur initiale z on peut associer un « tel que le couple
(v, ) soit autofinancant de valeur initiale z. Il suffit de calculer V; = Vj + f(f 7,dS, et de choisir ay tel
que V; = eV, = a;S? + ..

Le processus V est une intégrale stochastique par rapport a une @Q-martingale, c’est donc une @
martingale locale. Si c’est une martingale,

Vi = Eq(Vr |Fy) = Eq(e™ "¢ |F). (6.3)

Le portefeuille de couverture s’obtient au moyen de (6.2). Comme nous l'avons dit, si ’on connait
1 - -
@(V} —mS) = Vi — ™St
t
Il reste a prouver l'existence de 7 ce qui est obtenu au moins théoriquement au moyen d’un théoreme
de représentation (Voir chapitre sur les compléments).
La méthode est alors la suivante: pour évaluer (, il faut identifier la probabilité risque neutre, calculer
Eq (e7"T'¢|F;) et identifier le 7. On peut remarquer que, puisque ¢ est positif, la valeur V; du porte-
feuille de duplication aussi.

m, il reste a poser ay =

Dans le cas du modele de Black et Scholes, dS(t) = S(t)[bdt + o dB;] ol b et o sont constants,

dS, = S(t)(rdt + odBy)
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ot B est un Q-MB et S est un Brownien géométrique. On a d@Q) = L;dP avec dL; = L,0dB; pour
6= —2"" LeMB B est dB = dB — fdt.
o
On peut donc calculer espérance conditionnelle (6.3) dans le cas ¢ = (St — K)T. 1l est facile de
vérifier (utiliser la propriété de Markov) que V; = F(t,5;) avec F(t,z) = xN(dy) — Ke """V N(dy)
(cf. formule de Black-Scholes).
Soit F(t,z) := e " F(t,z). La formule d’It6 montre que

. - tOF .
F(t,S)) :F(O,So)+/ % (u, Su)dS,
0 61‘

en tenant compte du fait que F (t,St) est une martingale. On retrouve 'EDP d’évaluation en écrivant
que le drift de F'(t,S;) est nul

On peut donc prendre
OF
—(t,.5).
(5
Le terme 0 (t St) est appellé le Delta du call, et on parle de Delta hedging.

On obtient également

Ty =

Ve = Bq(e""(Sr — K)")|F)
= eiTtEQ(STeirTﬂST>K) — KeiTtEQ(eirTﬂST>K)
Le premier terme peut se calculer & la main. On peut aussi écrire que Sie™ /Sy est une martingale
positive d’espérance 1 et faire un changement de probabilité. On pose Sie™"t = SoM; ou M est la
@-martingale dM; = oMydB;. C’est une martingale positive d’espérance 1, on peut donc I'utiliser

comme changement de probabilité. Soit Q M;d@Q. Sous Q, le processus B = B — odt est un MB et
dS; = Sy(rdt + o(dB; + odt)) = Sy(r + 02)dt + 0dB) soit

o2 R o2 N
Sy = Spexp[(r + % — ?)T + oBr] = Sy expl(r + ?)T + o Br]
Eq(Sre™ s> i) = SoEQ(Mrlls,»k/s,) = SoQ(St > K/So)
et nous savons calculer cette quantité qui s’écrit

Q(Br > %ln(K/SO) —(r+ %2)T).

Voir le paragraphe sur le changement de numéraire.

6.2.2 Arbitrages

Un arbitrage est une possibilité d’investir dans le marché financier sans mise de fonds (avec une richesse
initiale nulle) et de terminer avec un portefuille de valeur positive quelque soit I’évolution du marché,
non identiquement nul. En termes probabilistes, ¢’est un portefuille m adapté tel que la valeur terminale
de la stratégie auto-financante associée soit positive:

V()(?T) = O,VT(TF) > O,E(VT) >0.

L’hypothese de non arbitrage stipule que 'on doit exclure de telles opportunités du modéle.

6.2.3 Hedging methodology

Let S be a semi-martingale which represents the price of the risky asset and denote by (F7°,¢ > 0) the
filtration generated by S. A contingent claim H is an JFj-measurable random variable where 7' is a
fixed horizon. An hedging portfolio consists of a pair of predictable processes (79, m;¢ > 0) such that,
if Vy(n% m) = nle™ + 7,5, is the t-time value of the portfolio, the self-financing condition

dVi(r°,7r) = rrdetdt + m,dS;
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holds and V7 = H. The value V; = V;(7°, 7) is the t-time price of H. In particular if V, = e~ "tV is the
discounted value of the portfolio, Itd’s formula implies that V, =Vy+ f(f 7.dSs. Hence, a self-financing
strategy (7, 7) is characterized by the knowledge of its initial value Vg and of its risky part 7. Some
technical hypotheses (integrability of 7= and existence of a lower bound for V') have to be taken into
account in order to avoid arbitrage strategies as doubling strategies. The first theorem of asset pricing
states that the market is arbitrage free if and only if there exists a probability @ (called an equivalent
martingale measure, in short emm), equivalent to P such that discounted prices are Q-martingales. A
market is said to be complete if any contingent claim H admits an hedging portfolio. From the second
theorem of asset pricing, an arbitrage free market is complete if and only if there exists a unique emm.
In that case, the price V;(H) of the contingent claim H is defined as the value of the hedging portfolio
and is given by
Vi(H) = e Eq(He "T|FP).

Indeed, from the definition, the discounted value of an hedging portfolio is a stochastic integral with
respect to the discounted value of the asset, hence is a @-martingale. (We avoid here the distinction
between local martingales and martingales). The uniqueness of the emm is linked with the predictable
representation property of the discounted price process S , which states that any fq*?—measurable ran-

dom variable can be written as = + fOT 74dS, for a predictable process 7. In that case, denoting by L
the Radon-Nikodym density of the emm (i.e. dQ|z, = L:dP|z,) a process Z is the t-time value of a
self-financing portfolio if and only if the process (LtZt,t > 0) is a P-martingale (i.e. the discounted
process Z is a Q-martingale).

In the Black and Scholes framework, the market is shown to be complete. Indeed, the Brownian
motion enjoys the predictable representation property, whence the existence of an hedging strategy is
obtained from the obvious remark that the filtration generated by .S is equal to the filtration generated
by B, and from the hypothesis that o and S do not vanish.

In order to hedge contingent claims, the explicit value of the hedging portfolio 7 is crucial. In a
Markovian setting, it can be obtained from the hedging price process V as follows.
Let us recall that a Markov process X is an F-adapted process such that for ¢ > s and for every bounded
Borelian function f, E(f(X;)|Fs) = E(f(X:)|Xs). The process X is a strong Markov process if for any
finite stopping time 7 and any bounded Borelian function f, E(f(X,4¢)|Fr) = E(f(Xr4¢)|Xr). The
infinitesimal generator of a Markov process is the operator £ defined on a set D of smooth functions
such that for f € D, the process f(t, X;) — fg Ff(s,Xs)ds is a martingale. The solution of a stochastic
differential equation dX; = a(t, X:)dt 4+ o(t, X;)dW; where a and o are Lipschitz function is a Markov
process (see Karatzas and Shreve (1999)) with generator F(f) = O,f + a(t,z)0, f + 302(t,2)0ss f.
Let S be a solution of dS; = Sy(pu(t, St)dt + o(t, S;)dWy), and assume that S is a Markov process. If
moreover, the contingent claim is of European type, i.e. H = h(S7), then V;(H) is a function of ¢ and
St, say Vi(H) = v(t,St). Thanks to the martingale property of the discounted prices and using Itd’s
formula, one gets that h satisfies the so-called evaluation equation

O(t,x) + r(t)zdzv(t, x) + 302@, 2)220ppv(t, x) = r(t)v(t, x)

with the boundary condition v(7T,z) = h(z) and the risky part 7 of the hedging strategy is given by
the derivative of v with respect to the second variable.

In a more general setting, one can use Malliavin’s derivative (see Nualart (1995) for more comments).
For h € L*([0,T)), let W (h) = fOT h(s)dWs. For a smooth function f, the derivative of a random variable
of the form F' = f(W(hy),...,W(h,)) is defined as the process (D, F,t <T) by

D= LW (). W )i,

It is noticeable that this derivative can be interpreted as a Frechet derivative. The Clark-Ocone repre-
sentation formula states that

T
F = E(F) +/ E(D,F|F)dW, .
0



74 Changement de probabilité
As an example, the derivative of F' = f(Wr) is f'(Wr), hence

T
F(Wr) = B(f(Wr)) + / B(f/(Wr)|F)dW,

6.2.4 Arbitrage et mme

On peut montrer que ’hypothese d’absence d’opportunité d’arbitrage équivaut a I’existence d’une prob-
abilité @ telle que sous @ les prix actualisés sont des martingales. Ce théoreme est tres difficile et
nécessite quelques hypotheéses techniques. On consultera [?] et, dans le cas général [?].

6.2.5 Cas général

Lorsqu’il existe une unique probabilité telle que les actifs actualisés sont des martingales, on évalue
les actifs de la méme facon. De telles probabilités sont appellées mesures martingale équivalentes
(MME). 11 se peut qu’il existe plusieurs (et dans ce cas c’est une infinité) MME. Dans ce cas, le marché
n’est pas complet, et I'on peut associer a toute v.a. ¢ = h(St) une fourchette de prix définie par
Jinfo Eq(e~""h(St),supg Eq(e”" h(Sr)[. On peut montrer que la borne supérieure de la fourchette
de prix est la plus petite valeur initiale d’un portefeuille de surcouverture.

6.3 Probabilité forward-neutre

Différentes approches sont utilisées en temps continu pour étudier la structure par terme des taux. La
premiere consiste & modeliser le prix des zéro-coupons en respectant ’hypothese d’A.O.A. et a en déduire
P’expression du taux spot. Une autre approche utilise le taux spot comme variable explicative. Nous
allons évoquer ici comment un changement de probabilité permet de valoriser facilement des produits
sur taux.

6.3.1 Définitions

On donne les mémes définitions qu’en temps discret. On appelle zéro-coupon de maturité T, un titre
versant un franc & la date T, et ne donnant aucun flux entre ¢ et 7. On suppose? que, pour tout 7T, il
existe un zéro-coupon de maturité T

Le prix a la date ¢ d’un zéro-coupon d’échéance T est noté P(¢,T). On a P(T,T) = 1.

Si S(t) est le prix d’un actif financier en unités de la date ¢, on appelle priz forward de S le prix
S(t)
P, T)

On introduit le rendement a I’échéance® en t, soit Y (¢,T) défini par

exprimé en unités de la date T, soit Sg(t) =

P, T)=exp—(T —t)Y(t,T).
Le tauz spot forward en t pour la maturité T est

feT)=- {mnp(t’e)} -1

00
1 T

On a alors Y (¢,T) = ﬁ/ ft,u) du.
—tJe

Le taux spot instantané est

") = ImY(LT) = [f“nf;}tT’]T — f(t1).

2cette hypothese n’est pas réalisée en pratique.
3yield to maturity.
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La courbe des taux est la fonction 6 — Y (¢, 6).

Le facteur d’actualisation est .
R(t) := exp f/ r(s)ds.
0

On peut & chaque instant ¢ observer une gamme des taux, c’est-a-dire la famille s — Y'(¢, s+ t) des
taux d’intérét de maturité s + ¢ au jour t. On désire étudier le comportement de la courbe Y'(¢,6) en
fonction de la courbe des taux aujourd’hui, c’est & dire Y'(0, 6).

Dans un modele déterministe, on doit avoir
P(t,T) = P(t,u)P(u,T), Vt<u<T,

pour éviter les opportunités d’arbitrage. On en déduit, sous une hypothese de différentiabilité, I’existence
d’une fonction r telle que P(¢t,T) = exp — ftT r(s)ds. On vérifie que, comme dans le modele discret,
ona f(t,T) = f(0,T) =r(T), Vt<TetY(tT)= 7 [ r(u)du. Le rendement & I'échéance est la
valeur moyenne du taux spot.

Dans un modele stochastique, on se donne comme toujours un espace probabilisé muni d’une filtra-
tion F; que lon supposera étre une filtration Brownienne. On suppose qu’a la date ¢, le prix P(¢,.)
des zéro-coupons est connu, c’est-a-dire que les variables P(t,.) sont F;-mesurables. Pour expliciter
I'hypothese d’A.O.A., on suppose que les processus P(.,T) sont positifs, adaptés, continus et que
P(t,T) est dérivable par rapport & T' de dérivée continue.;

On suppose qu’il existe une probabilité () sous laquelle les prix actualisés sont des martingales de
carré intégrable : sous @, le processus R(t)P(¢,T) est une martingale. Cette propriété est vraie pour
tout T', pour éviter les opportunités d’arbitrage entre des produits de maturités différentes.

Cette propriété entraine des résultats intéressants. Tout d’abord, puisque P(7,T) = 1, on obtient
que P(0,T) = Eg(R(T)), et que

P(t,T) :EQ[exp—/t r(u) du | Fy]

6.3.2 Changement de numéraire
a. Probabilité forward-neutre

La valeur a la date t d’un flux déterministe F' recu a la date T est
T
FP(t,T)= FEQ[GXP—/ r(u) du | Fy).
t

Si ce flux est aléatoire, la valeur & la date ¢ de ce flux est

T
EqlF expf/t r(u) du|F).

Il est possible d’interpréter cette formule en I’écrivant F,P(t,T), ou F, est [’équivalent certain* de F et
est défini par
1
F. =
° Pt,T)

Nous allons écrire cette derniere égalité en utilisant un changement de probabilité.

T
EqlF expf/t r(u) du|F).

Par hypothése A.O.A, le processus R(t)P(t,T) est une @-martingale, son espérance est constante,
égale & P(0,T).

44Je préfere la certitude aux calculs des probabilités” Prévert, La Tour, Oeuvres completes, Ed. Pléiade, p.247
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R(t)P(t,T)
P(0,T)
donc utiliser ¢} comme densité de changement de probabilité. Soit Q7 la mesure de probabilité définie

sur (Q, Fr) par Qr(A) = Eg(¢f'14) pour tout A € F;. Lorsque T est fixé, on notera ¢; = ¢ .

d
Définition 6.3.1 La probabilité Qr définie sur Fr, par Qr = CtT est appelée probabilité forward-

dQ

Pour tout T', le processus CtT = est une @Q-martingale positive d’espérance 1. On peut

neutre de maturité T.

Avec cette notation c
Eq.(F|F) = Eq(F C—Tm) = F.
t

Lorsque F' est la valeur d’un titre, I’équivalent certain F. est appellé le prix a terme de F.

Lorsque 7 est déterministe, Q1 = Q.

La mesure Q7 est la martingale mesure associée au choix du zéro-coupon de maturité T comme
numéraire, comme ’explicite la propriété suivante.

Proposition 6.3.1 Si X est un processus de priz, le priz forward (X;/P(t,T),0 < t < T) est une
martingale sous Q.

Soit T fixé. Soit X un processus de prix. Par définition de la martingale mesure @, le processus des
prix actualisés (X;R(t),t > 0) est une Q-martingale. Nous voulons montrer que (X;/P(¢,T);t < T)
est une Qr-martingale, ce qui équivaut & (X;(;/P(¢,T) est une @ martingale. Comme X;(;/P(¢,T) =
X:R(t)/P(0,T), c’est immédiat.

On peut aussi détailler: D’apres la formule du changement de probabilité dans les espérances condition-
nelles on a

Xt(t
Q [ - | ] = EQ [P(t’T) |]:S} EQ [Xth |-7:9] X

P(.T) EolG Al ~ PTG PI) S

b. Contrats forward et futures

Un contrat forward est ’engagement d’acheter le sous jacent au prix prévu au moment de la signature
du contrat. Il n’y a aucun versement d’argent a la signature.

Proposition 6.3.2 Le priz a la date t d’un contrat forward de maturité T sur un actif dont le processus
de priz est V(s) est
G(t) = Eq,(V(T)|F)-

Le priz d’un contrat future (priz future) est
H(t) = Eq(V(T)|Ft) -

Si r est déterministe, prix future et forward sont égaux.

c. Taux spot
Proposition 6.3.3 Le taux spot forward f(t,T) est une Qr-martingale
f(t,T) = EQT [’I"T |]:t] 5 t S T7

€gale au prix forward d’un contrat écrit sur le tauzr spot.

En particulier f(0,T) = Eq,(r(T)) est le priz a la date 0 d’un contrat forward écrit sur le taux spot
de méme maturité.

Le priz d’un zéro-coupon s’exprime en fonction du tauz spot par

T
P(t,T) =exp (—/ Eq, [rs |Fi ds) , t<T.
t
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P(t,T+h)—P(t,T)
h P(L,T)

est une QQr-martingale; il en résulte que

Par définition, le taux forward f(¢,T) est égal a limp_q . Le processus P(¢,T + h)

P(t,T+h)
P(t,T)

est un processus de prix, donc
1
f(ta T) = _}ILH% EEQT{(P(TaT"' h) - 1) ‘ft}v

soit f(t,T) = Eq, [rr|F:]. Par définition In P(t,T) = — [ f(t,s)ds, d'ot
T
P(t,T) = exp (/ Eq, [rs |Fi] ds) A
t

d. Prix forward, prix future

On peut préciser la relation entre prix forward et prix future. Soit Z une variable intégrable Fp
mesurable et Z,, = Eqg(Z|F,)

T
EQT(Z|.7-}):EQ(Z|]-})—/ Covo, (Zu,r(u) | ) du.
t

ou Covg, (X,Y |F) = Eq, (XY|F) — Eq, (X|F)Eq, (Y|F).
En particulier

T
Eq.(Z)=Eq(2) —/0 Covg, (Z,r(u)) du.

Proposition 6.3.4 Le priz a la date 0 d’un contrat forward de maturité T écrit sur Z est le priz a la
date 0 d’un contrat future de méme nature moins un biais de covariance.

6.3.3 Changement de numéraire
Il peut étre utile de faire un autre changement de numéraire, par exemple de choisir un actif S comme
unité monétaire.
6.3.4  Valorisation d’une option sur obligation a coupons
Le prix d’'une option Européenne de payoff h(T') & la date T est donné par
C(t) = Ry 'Eq [W(T)Rr |F].

Considérons une option de maturité 7" sur un produit qui verse des flux déterministes F;, aux dates
T, T < Ty < Tny1 et soit V(t) = SN F,P(t,Ty).

Théoréme 6.3.1 Le priz d’une option Furopéenne de prix d’exercice K et de maturité T sur un produit
qui verse des flux F,, aux dates T, est
N
C(0) = Y FuP(0,T,)Qu[V(T) > K] = KP(0,T)Qr[V(T) > K]

n=1

ot Qy est la probabilité forward neutre de maturité T,,.

Par définition

N +
C(0) = BEq(Rr(V(T) — K)") = Eg | Rr (Z F,P(T,T,) — K> ,
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ce qui s’écrit
N

C(0) = FuEQ[RrP(T, To) v (1> k3] — KEQ[Rrl(v (1) Kkyl-

n=1

Par définition de @, on a
EQ[RrP(T, Ty)1iv(r)>k3] = P(0, 1) EqQ, [1{v(1)> K}]

ce qui donne le résultat. A

Le livre n’est pas terminé.
La fin n’a pas €té écrite, elle n’a jamais été trouvée.

M. Duras, L’été 80. Editions de Minuit.
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Commentaires sur certains ouvrages

Les ouvrages suivants sont a la bibliothéque. Un conseil: achetez en un ou deux, apres les avoir consultés
et approfondissez les. Vous ne pourrez pas tous les connaitre, mais essayez d’étre pointu sur un domaine.

Calcul stochastique

K.L. Chung et D. Williams, [3] Bon livre, se limite aux intégrales stochastique.

R. Durrett [5] Ouvrage contenant de nombreux résultats trés précis, un peu difficile en premiere lecture.
I. Karatzas et S.Shreve, [7] Tres bon ouvrage. Contient & peu preés tout ce dont vous pourrez avoir
besoin.

Mikosch, T. Elementary Stochastic calculus with finance in view. Excellent ouvrage d’introduction au
calcul stochastique.

B. Oksendal, [10] Excellent livre, relativement simple, abordant de nombreux problémes liés au calcul
stochastique.

D. Revuz et M. Yor, [12] Incontournable pour les résultats les plus précis concernant le MB.

L.C.G. Rogers et D. Williams [?] Ouvrage assez difficile, mais contient de nombreux résultats utiles ne
se trouvant pas facilement. Tres agréable a lire.

Sur les processus a sauts, processus de Levy:

C. Dellacherie et P.A. Meyer, [?] 4 volumes. Les deux premiers contiennent tous les résultats sur les
martingales non continues. Pour les mathématiciens professionnels.

R. Elliott,[?] Beaucoup de choses sur les processus a sauts.

N.Tkeda et S. Watanabe,[?] Pour les experts de calcul stochastique.

R.S.R. Liptser et A.N. Shiryaev, [?]Tout sur les martingales non continues.

P. Protter, [?] Contient en particulier les processus discontinus et les processus de Lévy.

Cont et Tankov [?] Le plus approprié

CONTROLE STOCHASTIQUE

W. H.Fleming et R. W. Rishel,[?] Un incontournable sur le cas stochastique en temps continu, de niveau
tres élevé.
N. V. Krylov,[?] Pour mathématiciens spécialistes de diffusion.

FINANCE

Les ouvrages de Bingham et Kiesel, Bjork, sont recommandés.

La revue Risk contient de nombreux articles sur des sujets ”chauds”

Biais, B. and Bjork, T. and Cvitanié, J. and El Karoui, N. and Jouini, E. and Rochet, J.C.,[1] Cet
ouvrage contient des cours de ’école d’été sur la structure par terme des taux (Bjork), 'optimisation
sous contraintes (Cvitanic), les équations rétrogrades (El Karoui)... Excellent.

Chesney, M. and Marois, B. and Wojakowski, R. ,[2] De nombreux exemples d’options exotiques sur les
taux. Les formules en temps continu sont en annexe, de nombreuses valorisation sur des arbres.

E Overhaus, M. and Ferraris, A. and Knudsen, T. and Milward, R. and Nguyen-Ngoc, L. and Schindl-
mayr, G. . Equity derivatives, Theory and applications. Un petit bijou en ce qui concerne les processus
de Lévy appliqués a la finance.

P. Devolder,[4] On y trouve un appendice qui contient les résultats principaux de calcul stochastique.
Elliott, R.J. et Kopp. E.[?]Excellent surtout en ce qui concerne les options américaines.

Karatzas, 1., [6]Excellent ouvrage sur les probléemes d’optimisation et choix de portefeuille.

D. Lamberton et B. Lapeyre,[8]Trés bon cours de calcul stochastique. Enoncés précis, démonstrations,
exercices non corrigés.

Shiryaev: ce qu’il existe de plus complet parmi les livres sur les processsus a sauts

EVALUATION:
Haug : toutes les formules sur les prix d’options
Pelsser, A. Efficient methods for valuing interest rate derivatives.
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Pliska, S.R., [11] Ouvrage excellent sur les marchés en temps discret la valorisation et les problémes
d’optimisation.

Kat, H.M. Structured Equity Derivatives.

Gibson, R. L’évaluation des options. Un peu ancien, mais tres bien fait.

Hull, J.C. Options, futures and other derivatives.

Jarrow, R. and Turnbull. Derivative securities.

Kwok, Y.K. Mathematical models of financial derivatives.

Kallianpur, G. and Karandikar, R.L. . Introduction to option pricing theory.

TAUX:
Musiela, M. and Rutkowski, M. | [9]Excellent ouvrage de haut niveau. Ouvrage de référence pour la
structure par terme des taux, LIBOR...
Rebonato, R., Interest-rate option Models, snd edition.
Brigo, D. and Mercurio, F. Interest rate models. Theory and practice.

PRATICIENS:
Wilmott, P. Une tres bonne série d’ouvrages pour praticiens.
Taleb, N. Dynamic hedging Les méthodes de couverture.

DIVERS:
Risque de défaut: Bielecki, T. and Rutkowski, M. . Credit risk : Modelling valuation and Hedging. Le
plus complet sur le sujet.
Les évenements rares, le risque : Embrecht, P. and Kliippelberg, C. and Mikosh, T. . Modelling
Extremal Events.
Volatilité stochastique : Fouque, J-P. and Papanicolaou, G. and Sircar, X. . Derivatives in financial
markets with stochastic volatilities.
Ou trouver differents articles d’introduction aux problémes de finance : Simon ed. , Encyclopédie des
marchés financiers, Economica
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