MVA - Correction des exercices

Exercice 1 Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires réelles. Notons fx y) la densité de la
loi jointe de (X,Y). La densité de la loi de Y s'écrit alors fy(y) = [, g foxv)(z,y)dzdy
et la densité de la loi de X conditionnelle & Y s’écrit, pour tout y tel que fy(y) # 0,

Ixv(z,y) = Jc()(f;i)((:;y) L’espérance de X conditionnelle & Y est la variable aléatoire E(X/Y') =

facfX/y(:n,Y)d:B.
1. Si la loi jointe de (X,Y) est la 101 unlforme sur le triangle (0,0),(1,0),(0,1), alors

foxy) = 2lyta<iazoyz0, done fy(y) = [i7" 2dalocy<t = 2(1 — y)lo<y<t et fxy(y) =
iy Lytz<1,2>0y>0. L'espérance de X condltlonnelle a'Y est la variable aléatoire E(X/Y') =
fl—Y T dr = =X
0 T-ylosy<idd = 5.

2. Si la loi jointe de (X, Y) est la loi uniforme sur le carré (0 0) (1,0),(1,1),(0,1) alors

L > LU >

que fX/y(x,y) fx(x) et que IE(X/Y ) est la v.a. constante égale a IE(X) 3.

Exercice 2 Un composant électronique est installé a l'instant ¢ = 0 et tombe en panne a
un instant aléatoire T > 0. On suppose que la loi de la variable aléatoire T' a une densité
f par rapport a la mesure de Lebesgue et que pour tout ¢ > 0, P(T > ¢) > 0. On pose
F(t)=1- f f )ds pour tout ¢ > 0. Si & un instant ¢ > 0, la panne ne s’est pas
encore produlte le rlsque de panne instantanée se mesure par le taux de panne :

A(t) = lim IP’(t<T<t+u\T<t)
u—0+4+ U

On dit qu’il y a usure de la machine lorsque A croit et rodage lorsque A décroit.

1. SiP(T > s+t |T >t)=P(T > s), pour tout (¢,s) € R, alors la fonction F(t) = P(T >
t) vérifie F(t + s) = F(t)F(s) pour tout (t,s) € R2 car P(T > s+t |T >t) =P(T >
s+tetT >t)/P(T >t)=P(T > s+t)/P(T > t). Il existe donc une constante 0 < o < 1

telle que F(t) = af. Dans ce cas, A\(t) = limy 04 %at_aﬁ = —In(a).

2. On se place de nouveau dans le cas général.
LF(t)—F(t+u)  f(t)

AO =t = Fn " R

Le taux de panne intégré est alors A(t) = ft: 16) g = In(F(0)) — In(F(t) =
—1In(F(t)). Donc F(t) = e A1),

3. On suppose ici que T suit une loi Gamma de parametres a > 0 et b > 0, sa densité s’écrit
donc : Vt > 0,

ba
1) = Frge

avec I'(a) = [Z, e~ " "1dt. Par suite, on peut écrire
e—btta—l 1 1
a [0 ebssa=lds f+°° (s=0) ( )a_l ds Joreeembu (14 %)a_l du

s
t



Cette fonction de ¢ est croissante (usure) si a > 1 et décroissante (rodage) si a < 1, elle

est constante si @ = 1. Le valeurs de a et b étant fixées, pour t suffisamment grand, on
_ b

a |e b (1 + %)a ! | < e 2" pour tout u positif. On peut donc passer a la limite sous le

signe somme (convergence monotone) et lorsque t — oo, A(t) — fﬂo%bd =b.
o € “tdu

4. Les deux composants étant indépendants, on peut écrire
¢ t
P[T <t] =PI < t|P[Th < t] = / Ale’\lsds/ Ape M25ds = (1 — e M) (1 — e ),
0 0

La densité de la loi de T est donc Aje™ Mt + \ge 2t — (A + )\2)6_(/\1+/\2)t. Le taux de
)\le—A1t+)\26—X2t_()\1+>\2)6—(X1+A2)t
e—>\1t+e—)\2t_e—(A1+A2)t

devient A(t) = 2A;(1 — ﬁ), qui est une fonction croissante de ¢, donc il y a usure du
systeme.

panne du systeme est donc A(t) = . Si A1 = Ag, ce taux

Exercice 3 Soient X et Y deux variables aléatoires sur un méme espace de probabilité. On
suppose X a valeurs dans N et Y a valeurs dans R de loi exponentielle de parametre 1, c’est-
a-dire que sa densité est fy(y) = e ¥I,>0. On suppose aussi que la loi de X conditionnelle a Y
est une loi de Poisson de paramétre Y, c’est-a-dire que P[X = k/Y] = ¥+ e YTy >p. La loi de
(X,Y) a donc pour ”densité”

k

-2
—€ yﬂyzo.

Yy
faxy(ky) = ol

uant & X, pour tout k € N, P|X = k| = e 2, ~ody = La densité de la loi de YV
, P kl y>0aY = 2k+1
conditionnelle a 'évenement X = n est donc fy)x—n)(y) = o1y e 29]13/20.

Exercice 4 (Vecteur gaussien) Soient X = (X;, X3) un vecteur gaussien de dimension 2
dont la densité est donnée par : V(r1,z2) € R?,

( ) 1 [ 1 <:U1 9,712 | 2)}
g\x1,x2) = exp |————< | =5 — 2p i
21\/1 — p2oi09 2(1-p?) \o? o109 03

ol p €]0,1[, (o1,02) € R¥2. La densité de la loi de X; est donnée par

o) = [ o=t [ oot (v )
x,\r1) = g\r1,T2)ary = Xp P YZEEETTY — 4p 5 X2
! ro€R 27/ 1 — p2o102 Jaaer 1 - p2) U% 0102 U%

1 [ 1 x%(l 2)}/ 1 <x2 x1>2 i
= exp [~ 5= 5 (1= p exp | —s—— (— —p=— ) | du
2my/1 — p20102 2(1 - P2) U% z2€R 2(1 - /02) 02 01
1 1x%] 1 [ z? ]
= exp |—=—5 | V/27(1 — p2)og = exp | ——s5 |,
2m\/1 — p?oi09 [ 207 (1= p%)o V2moq 207

X7 suit donc une loi gaussienne centrée de variance o3. Par symétrie de g, Xo suit une loi
gaussienne centrée de variance a%. On en déduit la densité de la loi de X; conditionnelle & X5 :

g(z1,22) 1 1 1 iy | 2 o
f x1,x2) = = exp {— 52 T2 P ’
Xl/XQ( ) fXQ(m) 21 (1 — p?)oy 2(1—p?) a% 0102 J% 20%




Exercice 5 (Statistiques d’ordre) Soit X = (Xi,...,X,) un vecteur aléatoire de densité
f(z), * € R™. Soit o la permutation de {1,...,n} telle que X,q) < ... < X, et soit
R = (Ri,...,Ry) le vecteur rang des observations : Vi € {1,...,n}, B, = >0 | I{X; > X;}.
Remarquons que R; = o~ 1(i). Autrement dit, (X,(1),... Xs(n)) = (#1,...25) si et seulement
si (X1,...Xn) = (zRys.--TR,)-

La densité de (X, (1), Xo@m)) st (21,...2n) = 3 pesin) [(@or(1)s - - - Tor(n) Loy <<z, O
l’on note ¥(n) 'ensemble des permutations de {1,...n}. Par suite,

f(@ry, - @r,)
(n) f(.:vo-/(l), e xo-l(n)

fR/(XU(1)17Xcr(n))(T1’ e TTL? '1"17 cee :En) = ZUIEZ )H.’El<<l'n'

Si X est un n-échantillon iid d’une loi de densité f(u) sur R, alors

flzr) ... fzr,) 1
s @) = n P S
FRIX 1y Xy ) (TLs - T T, ) S vt F @) - F o) 1<<an = illay<ocan

Exercice 6 On rappelle que si Z est une v.a. sur (Q2,.4,P), alors E[Z/B] est une v.a. B-

mesurable telle que E[(Z — E[Z/B])X] = 0 pour toute v.a. X B-mesurable de carré intégrable.

On rappelle également que E[E[Z/B]] = E[Z] (se déduit de ce qui précede en prenant X = Iq).
Par suite, si Y est une variable aléatoire réelle de carré intégrable sur (2, .4, P), alors,

o*(E[Y | B) = E[(E[Y | B])®] - (E[E[Y | B]]))* = E[E[Y | B])*] - (E[Y])*.
Par ailleurs, par définition de o2(Y'|B),
Elo*(Y|B)] = EE[Y? | B)] - E[(E[Y | B])*)] = E[Y?] - E[(E[Y | B])?)],
donc
o} E[Y | B) +E[o*(Y|B)] = E[Y?] - (E[Y])? = 0*(Y).

Si Y est indépendante de la tribu B, alors E[Y | B] est la v.a constante E[Y], donc le premier
terme de la somme est nul et o2(Y|B) = o2(Y).



