MVA - Correction

Exercice 1

1.

3.

Pour tout n > 1, Z, est F,, mesurable (somme et produit de variables aléatoires JF,,-
mesurables) et 'on a :

E(Z;] = E[E[Z;|Ful]
< E[E[Zn-10" + (Zn1p1)?]] -
Par récurrence, on obtient immédiatement que Z,, € Lo pour tout n € N. Il en résulte que

le processus X défini par X,, = Z,,/u" pour n € N est F-adapté et de carré intégrable.
Par ailleurs, pour tout n € N,

Zn,
E(Zni1 | Ful = E[{Zy >0} &int1 | Znl
i=1
= I{Z, >0} Z,pu= Zpp,
et donc E[X,,4+1 | Fn] = X,,. Le processus X est donc une martingale de carré intégrable.
Puisque X est une martingale, son espérance est constante : E[X,] = E[Xy] = 1, soit
E[Z,] = p". En vertu de I'inégalité de Chebyshev, on obtient :
1-P{Z, =0} = P{Z, >0}
P{Z, > 1}
E[Zn] = p* =0,

IN

car p < 1.

(a) Pour tout k € N, s € [0,1] + pis® est croissante et convexe. Par passage & la
limite, on obtient que ¢ est également croissante et convexe. Plus précisément,
on montre par convergence dominée (”dérivation sous espérance”) que ¢'(s) =
S o kpkst T > 0 et ¢/(s) = Yoo, k(k — 1)prs*=2 > 0. La fonction ¢ est en fait
strictement croissante et strictement convexe sur |0, 1]. On observe aussi que pg < 1
(car sinon on aurait = 0) et que p; < 1 : en effet, si p, = 0 pour k£ > 2, on aurait
p=p1 < 1. En conséquence, 3k > 2 tel que pr > 0 et donc p; < 1.

(b) Soit k € N, on a pour m > 1 :
P{Z,=0|Z1=k} = P{Z,=0,2Z,-1=0|21 =k}

+ P{Zm:O, Zm—1 >0|lek}

= P{Z,-1=0| 2=k}

+ E[[{Z,-1>0}E[{Z,, =0} | Zm-1] | Z1 = k]
Sachant qu’a linstant 1, il y a k individus dont la descendance évolue de facon
indépendante. L’événement {Z,, = 0} signifie qu’a 'instant m, les k lignées sont
éteintes, or chacun de ces événements se produit avec la probabilité P{Z,, = 0 |
Zy =1} =P{Z,u-1 =0| Zy = 1} = 0,,—1, la probabilité de l'intersection de ces
événements (indépendants) est alors le produit de ces probabilités, soit an*l. On a
de plus : Oy, =Y o o P{Zn = 0| Z1 = k}P{Z1 = k} = 3320 0% 10k = ¢(On—1).



(¢) On remarque que ¢(1) =1, ¢'(1) = E[§] = p, ¢(0) =po > 0 et ¢'(0) =p; < 1. La
fonction 1(s) = ¢(s) — s est donc telle que (1) =0, /(1) =pu—1> 0, 4(0) >0
et ¢/(0) < 0. Puisque la fonction 1 est strictement convexe sur ]0, 1], elle admet un
unique minimum en sg €]0, 1] : elle s’annule donc exactement deux fois, une fois en
p € [0, so[ et une fois en 1.

(d) Onafy = 0. Sipy =0, on a6, =0 pour tout m € N. On a aussi p = 0 en
vertu du raisonnement précédent. Si pg > 0, on a 61 = pg > 0 et p > 0, donc
o(p) = p > ¢(0) = po. Ainsi, 0 < 61 < p et par récurrence, on montre de cette
fagon que la suite (6,,,) est croissante a valeurs dans |0, p[, elle converge donc, et
sa limite est un point fixe de ¢, c’est donc nécéssairement p. Par ailleurs, puisque
{Z, =0} C {Z,, =0} pour tout m > n, on a :

1-P{VneN: Z,=0} = P{IneN: Z, =0}
= P{Upen{Z, =0}}
= lim P{Z, =0} =p<1.

4. On considere les variables recentrées ¢; , = & n — . On a pour tout n > 1 :

Zn—1
Ln — Wlp-1 = Z gi,n-
=1

Par indépendance des (; ,,, on obtient :
E[(Zn - ﬂZn—l)z ’ Fn—l] = Zn—lo'zv

soit
E[(X;, — anl)2 | Fn-1] = anl‘f?/:um_l'

Ainsi, pour tout n > 1,
n
X
_ 2 m—1
<X>n = 9 Z Hm-i—l’
m=1
Xm—l

o
(X)oo = lim (X)p=0")_ T
m=1

n—oo

5. Le processus X est une martingale, d’espérance constante égale a 1, on a donc :

02

=1
E[<X>oo] = 0'2 Z_l Mm-&-l — u(,u — 1) < 0.

On a donc sup,, E[X?] < oo, il s’ensuit que X,, converge dans Lz vers une v.a. Xeo.
L’espace Lo étant continiment inclus dans L1, la convergence a aussi lieu dans L; et en
particulier : 1 = E[X,,] — E[X ] lorsque n — oo.

Exercice 2

1. On observe tout d’abord que pour tout n > 0, les v.a. F; et F), sont JF,-mesurables,
positives et majorées par la v.a. intégrable |F,,|. Les suites (F,I) et (F),) sont donc deux
suites positives F-adaptées de Li. Par ailleurs,

E[F,f | Ful > max{E[F,41 | ], 0} = max{F,, 0} = F,|,

(F,}) est donc une sous-martingale. On montre de la méme fagon que (F, ) est également
une sous-martingale.



2. On observe que :
A, — B, =F,— M, + B,.

Le processus (A4, — By,) est donc une F-martingale, il est également F-prévisible. 11 est
donc presque-sirement constant, égal a Ag — Bg = 0. En effet : pour tout n € N,

An - Bn = E[An+1 - Bn+1 ’ fn] = An—l—l - Bn+1-

3. La suite (A,) est le compensateur d’une sous-martingale, elle est donc presque-stirement
croissante. Elle est positive, elle converge donc avec probabilité 1 dans [0, +00]. On pose
Ao = limy, o0 Ay, Par limite croissante, on a E[Ay] = lim, o E[A,]. Or, on a pour
tout n € N,

E[An] < St;pE[lel] — E[Mp] < oo.

On obtient ainsi que E[A] < 00, la v.a. A est donc finie p.s. car intégrable et E[| Ao —
Ayl] = E[Ax] — E[4,,] — 0 lorsque n — oo.

4. Le processus (E[A,, | F,]) est une martingale réguliere, (F¥) et (F) sont sont deux
martingales (en tant que sommes de F-martingales). Par ailleurs, FY = Ff +E[As — A, |
Fn] >0 (car A, < As). On montre de la méme fagon que FY > 0.

5. Ona F® -~ F° =M, — N, =Ff—F, =F, car A, = B,.

1 Exercice 3

1. Les processus S, et V,, sont F-adaptés, intégrables et on vérifie aisément la propriété de
martingales (on se réferera a la partie du cours sur les marches aléatoires).

2. On suppose Y 2, or,% < o0 : la suite croissante A, est majorée, elle converge vers Ay, =
> pe, 0. Puisque V;, est une martingale, on a sup,,>; E[SZ] < E[V?Z 4+ 322, 07 < co. La
suite S, converge donc dans Lo et p.s. .

3. (a) En vertu du théoreme d’arrét, on a : Vn > 1, E[Vyar,] = E[Vy] = 0, soit E[S2, . | =
E[An/\Ta]-

(b) Puisque la suite S,, converge p.s., elle est p.s. bornée. L’univers des possibles s’écrit

Q= U {m: = +o0} = limsup {7 = +0o0}.
keN K

En particulier, il existe donc nécessairement un entier k tel que P{7;, = +o00} > 0.

(c) D’apres la question précédente, on peut choisir a > 0 tel que P{r, = 400} > 0. Sur
{1 > n}, on a |Syarn| < aetsur {7, <n}, ona |Syrrn| = |5 <I[Smn-1] + X5 <
a+ M. En vertu de la question 3(a), on a donc

]E[An/\‘ra] < (M+a)2,

ce qui implique que (M +a)? > E[l{7, = co}Apnr,] = E[[{7, = 00} A,] = A, P{7, =
oo}. On en déduit que la suite croissante A,, est majorée :

(M + a)?
An S Bl Z o)

Elle converge donc.

Exercice 4

1. Puisque v est p.s. finie, la suite | X, |I{v > n} tend vers 0 lorsque n — oo. Elle est par
ailleurs dominée par la v.a. intégrable | X, |. En vertu du théoréme de convergence dominée
de Lebesgue, E[| X, [I{v > n}| — 0.



2. On remarque que |X,n, — Xy| = | X, — Xo|l{n < v} < | X, |[I{n < v} + | X,|I[{n < v}. On
obtient le résultat en passant a l'espérance. En effet, par hypothese, E[| X, |I{n < v}] — 0
et le fait que E[|.X, |I{n < v}] — 0 résulte du théoreme de convergence dominée.

3. D’apres le théoreme d’arrét,
E[Xo] = E[Xna]
= E[X,n — X +E[X,)].

On obtient le résultat en faisant tendre n vers l'infini et en utilisant le résultat de la
question précédente.



