
MVA - Exercices

Notations

• L’univers des possibles est noté Ω et P{E} désigne la probabilité que l’événement mesu-
rable E ⊂ Ω soit réalisé
• E[X] désigne l’espérance d’une variable aléatoire X intégrable (ou mesurable et positive)
• La variance d’une variable aléatoire X de carré intégrable est notée var(X)
• I{E} désigne la fonction indicatrice associée à l’événement E
• L’espace des variables intégrables est noté L1, celui des variables de carré intégrable est

noté L2

• Le minimum de deux réels a et b est noté a ∧ b.

Exercice 1 (Processus de Galton-Watson)

On modélise l’évolution d’une population en temps discret de la façon suivante. Initialement,
à l’instant n = 0, la population compte Z0 = 1 individu. Après sa naissance, chaque individu
i donne naissance à chaque instant n à un nombre aléatoire ξi,n d’individus, indépendemment
et avec la même loi que les autres individus. Le processus (Zn)n∈N décrivant les effectifs de
chaque génération peut donc être défini à partir d’une collection de variables indépendantes
identiquement distribuées et de carré intégrable {ξi,n : (i, n) ∈ N∗2} par la relation suivante :
∀n ∈ N,

Zn+1 = (ξ1,n+1 + · · ·+ ξZn,n+1) I{Zn > 0}.

On définit la filtration F = (Fn)n∈N où F0 = {∅,Ω} est la tribu grossière et Fn = σ(ξi,m : i ≥
1, n ≥ m ≥ 1) la tribu engendrée par les variables {ξi,m : i ≥ 1, n ≥ m ≥ 1}.
On pose pk = P{ξi,n = k} pour k ∈ N, µ = E[ξi,n] et σ2 = var(ξi,n). On suppose µ > 0.

1. Pour tout n ∈ N, on pose Xn = Zn/µ
n. Montrer que le processus X = (Xn)n∈N est une

F-martingale.

2. Montrer que si µ < 1, alors P{Zn = 0} converge vers 1 lorsque n → ∞. En déduire que
Xn converge presque-sûrement vers 0 lorsque n tend vers l’infini.

3. On suppose µ > 1. Soit φ(s) = E[sξi,n ] =
∑∞

k=0 pks
k la fonction génératrice de la distri-

bution p = (pk)k∈N du nombre d’enfants d’un individu.

(a) Montrer que Φ est croissante et convexe sur [0, 1].

(b) On pose θm = P{Zm = 0} pour tout m ∈ N. Montrer que P{Zm = 0 | Z1 = k} =
θkm−1 pour tout k ∈ N et en déduire que θm = φ(θm−1).

(c) Montrer que φ admet un unique point fixe ρ sur [0, 1[ (on remarquera que φ(1) = 1
et φ′(1) = µ).

(d) Montrer que θm ↗ ρ lorsque m → ∞. En déduire que la probabilité de non-
extinction de la population peut s’exprimer de la façon suivante : P{∀n ∈ N, Zn >
0} = 1− ρ > 0.

4. Calculer le processus croissant 〈X〉n de la martingale de carré intégrable (Xn), i.e. le
compensateur de la sous-martingale (X2

n). Déterminer 〈X〉∞ = limn→∞〈X〉n et calculer
E[〈X〉∞].

5. Montrer que X = (Xn) converge dans L2 vers une variable X∞ d’espérance égale à 1.
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Exercice 2 (Décomposition de Krickeberg)

Soient F = (Fn)n≥0 une filtration et (Fn)n≥0 une F-martingale bornée dans L1. On note
F+
n = max(Fn, 0) et F−n = −min(Fn, 0).

1. Montrer que (F+
n )n≥0 et (F−n )n≥0 sont des sous-martingales positives.

2. On note F+
n = Mn +An et F−n = Nn +Bn la décomposition de Doob-Meyer de ces deux

sous-martingales (rappel : An et Bn sont des processus prévisibles, A0 = B0 = 0 et Mn

et Nn sont des martingales). Montrer que An = Bn P-presque sûrement. (indication :
on montrera que An −Bn est une martingale).

3. Montrer que limn→∞An existe P–presque sûrement. dans [0,∞]. On note A∞ cette limite.
Montrer que A∞ <∞ et que la convergence a aussi lieu dans L1.

4. On pose F⊕n = Mn + E[A∞ | Fn] et F	n = Nn + E[A∞ | Fn]. Montrer que (F⊕n )n≥0 et
(F	n )n≥0 sont des martingales positives.

5. Montrer que Fn = F⊕n − F	n .

On a donc démontré un résultat dû à Krickeberg (1956). Toute martingale bornée dans L1 est
la différence de deux martingales positives.

Exercice 3

Soit X = (Xn)n≥0 une suite de variables aléatoires réelles, de carré intégrable, adaptée à une
filtration F = (Fn)n≥0 et (σ2n)n≥0 une suite de nombres positifs. On suppose que, pour tout
n ≥ 1, on a presque-sûrement :

E[Xn | Fn−1] = 0 et E[X2
n | Fn−1] = σ2n.

On pose S0 = 0, A0 = 0 et pour tout n ≥ 1 :

Sn = X1 + · · ·+Xn,

An = σ21 + · · ·+ σ2n,

Vn = S2
n −An.

1. Montrer que S = (Sn)n≥0 et V = (Vn)n≥0 sont des martingales.

2. Montrer que, si
∑∞

k=1 σ
2
k < +∞, (Sn)n≥0 converge presque-sûrement et dans L2.

3. On suppose que (Sn)n≥0 converge presque-sûrement et qu’il existe une constante M
telle que, pour tout n ≥ 1, |Xn| ≤ M presque-sûrement. Pour tout a > 0, on pose
τa = inf{n ≥ 0 : |Sn| > a}.
(a) Montrer que : ∀n ≥ 1, E[S2

n∧τa ] = E[An∧τa ].

(b) En utilisant la convergence presque sûre supposée de (Sn)n≥0 vers une variable finie
presque-sûrement, montrer qu’il existe a > 0 tel que P{τa = +∞} > 0.

(c) En déduire que
∑∞

k=1 σ
2
k < +∞.

Exercice 4

Soient X = (Xn)n≥0 une martingale et ν un temps d’arrêt fini presque-sûrement vérifiant

E[|Xν |] < +∞ et lim
n→∞

E[|Xn|I{ν > n}] = 0.

1. Montrer que E[|Xν |I{ν > n}] tend vers 0 lorsque n→∞.

2. Prouver que E[|Xν∧n −Xν |]→ 0 lorsque n→∞.

3. En déduire que E[Xν ] = E[X0].
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