MVA - Travaux Dirigés

Notations

e L’univers des possibles est noté € et P{£} désigne la probabilité que I’événement mesu-
rable & C Q soit réalisé

e E[X] désigne 'espérance d’une variable aléatoire X intégrable (ou mesurable et positive)

e L’espace des variables intégrables est noté L, celui des variables de carré intégrable est
noté Lo

e Si (M,,) désigne une martingale de carré intégrable, le compensateur de la sous-martingale
(M?2) est noté (M),

e La tribu engendrée par une collection de v.a. (V;);er est notée o(V; : i € I).

Probleme (La ”Martingale classique”)

Un joueur mise sur les résultats des jets indépendants d’une piece équilibrée (i.e. la probabilité
d’obtenir Pile est égale a 1/2). A chaque tour, il mise une somme S > 0. Si la piece tombe
sur Pile, son capital augmente de S, si elle tombe sur Face, le joueur perd sa mise et donc
son capital diminue de S. Une stratégie populaire en France au XVIIle siecle est appelée ”La
Martingale classique”. Elle est définie comme suit :
— le joueur s’arréte de jouer la premiere fois qu’il gagne, i.e. des le premier Pile, ses mises
suivantes sont nulles et son capital n’évolue plus;
— il double sa mise a chaque tour, c’est-a-dire qu’il mise la somme 5,, = 2" au n-iéme tour,
tant qu’il n’a pas gagné.
Soit Y, le capital du joueur au temps n (i.e. apres n jets de la piece). On admettra que le capital
initial est nul (Yy = 0, au premier tour il mise donc S; = 2 euros qu’il doit emprunter), et que le
joueur a le droit de s’endetter d’'une somme illimitée, c’est-a-dire que Y,, peut devenir négatif,
arbitrairement grand en valeur absolue. On désigne par U, le résultat du n-ieme lancer, U, =1
si le résultat est Pile et U, = 0 sinon, et par 7 = inf{n > 1: U, = 1} l'instant (aléatoire) du
premier "Pile” obtenu. On considere la filtration F = {F,} ou F, désigne la tribu engendrée
par les résultats (aléatoires) des n premiers lancers, F,, = o(Uy : k < n).

1. Quelle est la loi de la durée 7 du jeu? Montrer qu’il s’agit d’'un F-temps d’arrét. Justifier
de facon heuristique la stratégie de la ”Martingale classique” 7

2. Montrer que la stratégie (S,) de ”La Martingale classique” est F-prévisible.

3. Montrer que (Y,)nen est une martingale et plus précisément la suite arrétée au temps
d’arrét 7 d’'une F-martingale que ’on précisera.

4. Déterminer le processus croissant (Y),. Calculer E[(Y),] et discuter la convergence de
Y,, dans Lo.

5. Exprimer Y, en fonction de 7 et n, préciser sa loi, et discuter la convergence presque-sure
de Y,,. Quelle est sa limite presque-stre ?

6. La suite Y,, converge-t-elle dans L ?



7. On suppose maintenant que la banque n’admet pas que le joueur s’endette de plus qu’une
valeur limite L (on pourra supposer que L = 2¥ pour un k > 1). Par conséquent, le joueur
est obligé de s’arréter deés que son capital au temps n est strictement inférieur a — L4271
Notons Z, le capital du joueur a l'instant n.

(a) Soit N la durée du jeu (i.e. le nombre de fois que le joueur mise une somme non
nulle). Montrer que N est un temps d’arrét et préciser sa loi.

(b) Le processus Z,, est-il une martingale 7

(c) Discuter la convergence presque-sure et dans Lj de Z,, et commenter les résultats.

Exercice 1

Soit Xo = 1. On définit une suite (X,,),en récursivement en supposant que pour tout n > 1,
X, suit la loi uniforme sur [0, 2X,,_1] conditionnellement & o(Xj : k < n—1), c’est-a-dire que
l'on peut définir la suite (X)) de fagon récursive en posant : Vn > 1, X,, = 2U, X,,—1 ou les U,
sont i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1].

1. Montrer que (X,,) est une martingale de carré intégrable par rapport a la filtration F,, =

o(Uy: k<mn)).
2. Calculer le processus croissant (X),, et E[(X),]. Discuter la convergence de X,, dans Lo.
(INDICATION : on exprimera X,, en fonction de Uy, ..., U, pour tout n > 1)

3. Discuter la convergence presque-stre de X,,.

4. Déterminer la limite presque-stire de X,,. (INDICATION : Considérer Y,, = log(X,) et
songer a appliquer la loi forte des grands nombres)

5. Discuter la convergence de X,, dans Lj.

Exercice 2

Un joueur dispose initialement de la somme Xg = 1. Il joue a un jeu de hasard, dans lequel il
mise a chaque tour une proportion A de son capital, avec 0 < A < 1. Il a une chance sur deux
de doubler sa mise, sinon il perd sa mise. Précisément, ’évolution du capital X,, en fonction
du temps n est décrite par : Vn € N,

Xn+1 = (1 - A)-Xn + /\ann+1a

ou les &, sont i.i.d., avec P{§, =2} =P{{, =0} =1/2.
1. Montrer que (X,,) est une F-martingale de carré intégrable, avec F,, = o(&, k < n).
Calculer E[X,,].
Discuter la convergence presque-siire de X,, lorsque n — +oc.
Calculer E[X 2] par récurrence sur n.
Que peut-on en déduire sur la convergence dans Ly de (X,,) 7

Déterminer le processus croissant (X),.

NS Otk N

On suppose désormais que le joueur mise a chaque tour la totalité de son capital, c’est-
a-dire A =1.

(a) Calculer explicitement la loi de X,.
(b) Déterminer la limite presque-stre de (X,,).

(c) Discuter la convergence de X,, dans L;. Les X, sont-ils uniformement intégrables ?



