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1. Vraisemblance et Estimation



1.1. Vraisemblance, exhaustivité, liberté



Vraisemblance d'un échantillon

e Définition 2.1 : Soit s, = (xi,...,x,) réalisation d’un échantillon
(i.i.d) de loi de densité f(x;0) appartenant au modéle
M ={f(x;0)|6 € ©}. La vraisemblance de I'échantillon s, est la
fonction L(6,x1,...,xp) :

L:©@ — R
0 = f(xt,.. o, xn 0) =TI f(xi;0)
@ La log-vraisemblance est

L(0,x1,...,xn) = logL(0,x1,...,%n)
= Zlog(f(x,-;e))
i=1

@ Exemples :

» Echantillon issue d'une loi normale.

» Echantillon issue d'une loi de Weibull
= {F(xid,) = 4 (5)" " exp (= (%)) Lezolot, 2 > 0} (@
paramétre de forme, A paramétre d'échelle).
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Exhaustivité

Définition 2.2 : Soit .# = {f(x,0),x € 2,0 € ©}un modéle
paramétrique et S : 27" — % une statistique. La statistique
S(x1,...,xn) est dite exhaustive si la loi de X sachant S =s est
indépendante de 6.

Interprétation : S(xi,...,x,) contient toute I'information de
I'échantillon sur 6, c’est un résumé qui préserve I'information.
Théoréme de factorisation : Une statistique S(xi,...,x,) est
exhaustive du modéle paramétrique si et seulement si la densité s'écrit

f(x1,-..,%n0) =go(S(x1,-..,%n); 0) h(x)

Propriété : Si 51, Sy sont des statistiques telles que S; = h(Sz). Alors
si 57 est exhaustive pour 6, alors Sy est exhaustive pour 6.
Définition 2.3 : Une statistique S est exhaustive minimale si tout
autre statistique exhaustive T s'écrit S = h(T).

Définition 2.4 : Dans un modéle paramétrique .#, une statistique S
est libre en O si sa loi ne dépend pas de 6.

e 775z



Exemples

L’échantillon lui-méme

Le cas Bernoulli #(1,p)
Le cas gaussien N(m,X)
Le cas uniforme U([a, b])
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1.2. La famille exponentielle



La famille exponentielle

o Définition 2.5 : Un modéle statistique {f(x;0)|6 € ©} sur 2" =R
est une famille exponentielle si les densités f(x;0) s'écrivent

f(x;0) =exp (;n;(@) Ti(x)— B(O)) h(x)

avec h, B,m;, T;,i=1,...,s a valeurs réels, et h(x) > 0.
o T(x)=(Ti(x)... Ts(x)) € R® est la statistique privilégiée du modele
(les T; sont linéairement libres = de rang plein)

@ Il est plus commode d'utiliser directement les 1; comme paramétre : la
densité s’écrit alors sous forme canonique

S
f(xin) =exp (Z i Ti(x) — A(n)) h(x)

i=1
et 1 =(M1,...,MNs) est appelé paramétre naturel.
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Propriétés

e C(n)=exp(—A(n)) est la constante de normalisation.
o L'ensemble H={n e R®| [, exp(¥Xi_1 niTi(x)) <o} est un convexe.

@ Pour une famille exponentielle, le modéle d’échantillonnage est encore
une famille exponentielle avec la statistique privilégiée :

n
TX17 <y X) Z

@ On peut écrire Y.7_; i Ti(x) sous la forme d'un produit scalaire
adapté : (n, T(x))y dans un bon espace de paramétre.

e La fonction 1 — A(n) est indéfiniment dérivable et

Q £ [T(X)]=VyA (277)
Q COV‘I](TH7—J) 3,7 on; A(n)

@ 61+ n(0) est le plus souvent un diffeomorphisme.
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Beaucoup de modéles usuels sont exponentiels...

@ Le modéle Gamma est

a—1tpa

r(a)

M = {f(x;a,b): exp(—bx)1X>o|a,b>0}
la densité se réécrit :
f(x;a,b) = exp(—bx + alog(x) + alog b —log(a)) L 1.>0.
» Soit T1(x) = —x et To(x) =logx; N1 = b et M2 = a, avec
B(a, b) = alog b—logl'(a) que I'on ré-écrit
A(M1.1m2) = —n1log Mz +logM(n2), h(x) = ;1x=0
@ Le modéle Gaussien multivarié

det=|7/2 <1
= T ango XP

M= {f(x;uvi) = n)pr —z(x—u)TZI(x—u)> lHeRP ¥~ 0}

» Soit T1(x) =x, Th(x)= —%xxT =Xy, =Xt
A(M1,M2) = —5 logdet 2+ 30y 05 'y
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Exhaustivité dans les familles exponentielles

@ Propriété : Dans une famille exponentielle .#, si le modéle est de rang
plein (égale a s), la statistique privilégiée est exhaustive minimale.

Réciproquement,

@ Théoréme de Pitman-Koopman : Si le modéle est homogene (le
support ne dépend pas du paramétre) et est tel que pour une taille
d’échantillon n assez grand, il existe une statistique exhaustive de
taille fixe s, alors la famille est exponentielle.

e Exemple : La loi de Fréchet f(x;s, o) = ¢ (5)7(1”‘) exp (- (%)70‘)-

S \s

Chapitre 2 : Vraisemblance et Estimatio 14 / 52



1.3. Comment Construire un estimateur 7



La méthode des moments

e Estimation de 6 dans un modéle .#Z = {f(x,0)|0 € ©}. On suppose
que I'on ait capable de calculer théoriquement Eg [X] = u1(0),

Eo [X?] = u2(0),...Eg [X*] = uk(6).
o Les esperances sont estimables par leur version empirique :
Eo [XK] ~ 1 y7 , xk £ XK (estimateurs consistants).

° Determmatuon de G(Xl,...,Xn) par moindres carrés

~

K —\2
Gzarggneig (,uk(e)—Xk)
i=1

o Exemple : Loi Gamma E(X) = £, V(X) = . Loi de Poisson
P(X = k) = 22 o E(X) =2, V(X) =2
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La méthode des moindres carrés

@ Le modéle de régression est définie par Y = a+ bx+¢€, avec E[g] =0.
Nous avons les observations Y; = a+ bx; + €; avec g i.i.d.

e Paramétre a estimer 0 = (a, b). Nous avons pour tout i =1...n,
E[Y)]=a+ bx = [1x] [ Z }

o L’estimateur par moindres carrés est

R(8) = ; —(a+bx;))?

= |y -Xxe|?
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Estimateur du Maximum de Vraisemblance

e Définition 2.6 : Soit .# un modéle paramétrique et xy,...,x, un
échantillon de vraisemblance L(6;x1,...,xn) =171 f(x;;0). Lorsqu'il
existe, |'estimateur du maximum de vraisemblance est définie par

6EMY = argmaxL(6;xi,...,Xn)
0€0

= argrg1€aé<,,§f(9;x1,...,xn)

Remarque

Les conditions suffisantes d'optimalité pour déterminer é,’f_MV sont :
A
%(X, 6)|9:éEMV =0
20’7

8—62(X1,...,Xn,énEMv) S 0

L(x,0EMVY > Z(xq,...,x,,0),¥0 € ©.
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Exemples d’estimateurs d'EMV

o Le cas Bernoulli L(p;xq,...,x,) = pri=1% (1 — p)i= =1(1=4) soit
Lpixt, e Xa) = Ly xilog(125) + nlog(1 — p).

X1+ +xn)

@ Le cas Poisson L(p;xi,...,xn) = exp(— ”l) xiloxgl
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Exemples d’estimateurs d'EMV

@ Le cas de la régression logistique Y; ~ B(1,p; = p(x;)), et 'échantillon

est Sp=((x1,%1), -+, (Xn, ¥n))- On définit @(p) = log 12, et on
suppose que @ (p;) = ax; + b, avec 6 = a,b € R alors

]

Z(0:x,y1) =Y yi(axi+ b) +
=1

I

" log (1— ¢(axi + b))
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Propriétés de 'EMV

@ Sous les hypothéses du théoréme de factorisation, §FMVest fonction
de toute statistique exhaustive.

@ Pour 'EMV, il y a des problémes :

» Existence d'une solution au probléme de maximisation
» Existence de plusieurs solutions et de minima locaux
» Numeérique (pour I'optimisation)

@ Pour un modéle exponentiel de plein rang (avec la paramétrisation
naturelle) et .#(n) > 0 pour tout 7, alors Z(n;x1,...,xn) est
strictement concave et I'EMV est I'unique solution de

n

1 A
Y T(x) = VaAG™Y)
i=1
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1.3. Information de Fisher



Score et Information de Fisher

@ On suppose que .# = {f(x;0),0 € ©} est régulier. Le score est le
vecteur aléatoire
S5(X;0)=Vglogf(X;0)

Dans ce cas, VO € O,
Eg[Vglogf(X;0)]=0

Attention au support !

e La matrice d’information de Fisher /(8), ou information apportée
par X sur 6 :
F(X;0) =covg (Vglogf(X;0))

o Additivité de I'Information de Fisher pour un échantillon i.i.d :

I (X, X 0) 2 70(8) = n.71(0)
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Calcul de I'lInformation de Fisher

o Théoréme : Si #{;ejf(x;e) existe pour tout x et tout 0, et si on peut
dériver 2 fois sous le signe intégral [f(x;0)u(dx) alors

S(x:0) = - (Ee [ae(?zejlc’g f(X;G)D

@ Pour une famille exponentielle, si on utilise la paramétrisation

1<ij<p

canonique :
{S(X;n) = T(X)=VyA(n)
J(Xin) = V5AM) = covn(T(X))
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Inégalité d’'information de Cramér-Rao

Théoréme

Soit .# modéle statistique régulier, g fonction dérivable et
To= T(X1,...,Xn) un estimateur sans biais de g(0).
Cas 0 scalaire : la borne de Cramer-Rao est définie par BCR(0) = £(6)

Vo (T,) > BCR(8) = g(o)y

Cas 0 vectoriel :

Ve (T,) > J(g)(6) " 7n(8) " J(g)(6)

avec J(g)(0)= Jacobien de g évalué au point 6.
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Efficacité d'un estimateur

@ La comparaison entre les matrices de covariances est au sens de |'ordre
(partiel) matrices s.d.p : A,Bsdp. A< B < B—Asd.p

@ Inégalité d’information = BCR(0) est la meilleure variance possible
pour un estimateur sans biais.

@ Un estimateur T, sans biais de g(0) est un estimateur efficace si
Vo (g(6)) = BCR(6).
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1.5. Comportement asymptotique des estimateurs



Convergence de I'EMV

(o)
@ Si le modéle paramétrique .# est régulier et si 6* € © est le vrai

paramétre alors

9”EMV 0*

en probabilité Pg-.

Remarque

La régularité suppose que l'information de Fisher .#(0) existe et est définie
positive. Une conséquence de .#(6) > 0 est que le modéle est localement
identifiable, i.e f(-;0)=f(-,0') = 6 =0/, for all 6,0’ dans un
voisinage de 6.

Chapitre 2 : Vraisemblance et Estimatio 31 /52



Normalité asymptotique de I'EMV

o
@ Si le modéle paramétrique .# est régulier et si 6* € © est le vrai
paramétre alors

V(65 —07) ~ N (0,.77(9))

Remarque

@ /n est la vitesse de convergence de |'estimateur. De maniére générale,

la convergence des estimateurs paramétriques est "en \/LE“.

e Un estimateur consistent 6, est dit asymptotiquement normal si il
existe r, > 0 tel que

o (én—e*) - N(0, 7(8)).

7 (0) est la variance asymptotique.
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Delta-Method

o Soit ,, un estimateur asymptotiquement normal
In (é,, - 6*) ~+ N (0, _#(0)), et y une fonction différentiable autour

de 6%, alors lll(é,,) est asymptotiquement normal et

(v () —w(6") ~ N (0,w(0)" 7 (0)W(6))

@ Lemme de Slutsky : Si Y, ~ Y et A, Proba 4 et B, Proba B, alors

An+ByY,~ A+ BY

o Ces résultats sont utilisées pour obtenir la normalité asymptotique de
statistique complexe (mais réguliére) de I'échantillon.
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2. Intervalle de confiance



2.1. Intervalle de Confiance : définition
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Intervalle de Confiance

On considére un modéle d'échantillonnage paramétrique Xy, ..., X, de taille
n. Les variables aléatoires Xi,..., X, sont indépendantes et de mime loi
inconnue P, et elles sont a valeurs dans 2 (R ou RY).

On suppose que la loi P appartient a une famille de probabilité

P ={Py,0 € O,

Définition 3.1 (Région de Confiance)

Soit x — A(x) une application de 2" a valeurs dans |'ensemble des boréliens de
g(0) telle que pour tout 6 € ©, on a

Po(g(0) € A(X1, ... Xn)) =1—a..

On dit que I'ensemble aléatoire A est une région de confiance de niveau (1 — a).

v

Dans le cas ot g(©) C R et A est un intervalle, on parle d'un intervalle de
confiance.
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Intervalle de Confiance

Définition 3.4 (Statistique asymptoptiquement libre)

On appelle statistique asymptotiquement libre pour 6, toute statistique dont sa
loi asymptotique ne dépend pas de 6.

n
ple 3.1 Soit Xi,..., X, un échantillon de loi .#'(it,02). Notons X, = 1 ZX,- et
i=1

- Si o est connu, W est une statistique libre pour u, de loi 47(0,1).
- Si o est inconnu Y7Xn=H) et yne statistique libre pour , de loi T,_1.
S, q p u

Xi—p
(e}

2
- Si u est connu Y74 ( ) est une statistique libre pour o, de loi x2.

2
- Si i est inconnu (n—l)% est une statistique libre pour o, de loi x2_;.
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2.2. Construction pratique d'un Intervalle de
Confiance
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Construction pratique d'un IC

ple 3.2 Xi,..., X, un échantillon de loi P(%) T,= M est une statistique
asymptotiquement libre pour A. En effet, par le théoréme central-limite

T, 9 v (0,1).

n—oo
Construction pratique d’un IC

Soit T, un estimateur du paramétre 6. On cherche @1(T,) et @»(T,) de
sorte que leurs lois ne dépendent pas de 6 et

P(oi(Tn) <0 < ¢u(Tp))=1-«a

narque Le choix d'une statistique libre revient a éviter d'avoir les bornes de I'lC
dépendantes de 6
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|C - Espérance d'une variable normale : ¢ connu

connu Soit X, ..., X, un échantillon de loi .4 (u,c?).

-

- Prenons X, =1} X; comme estimateur de p.

=1

- On utilise le fait que w est une statistique libre pour u, de loi
A4(0,1).

- L'intervalle de probabilité de X, a 1— o est :

< Vn(Xa—1) <
> o >

OFE0/ A o
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|C - Espérance d'une variable normale : ¢ inconnu

On utilise le fait que Tp_; = %:_”) suit une loi de Student a (n—1)
degrés de liberté.

L'intervalle de probabilité pour T,_; :

ﬁ()_(n —[.L)
_t(”—l) % < S, < t(n—l) 3
d'ol I'intervalle de confiance :
_ s _ s
o= Hn-1), g p SHS Xt o) g o
narque Si la définition S2* =Ly (X; — X,)? alors I'intervalle de confiance
devient : i .

SHSXtno1). g

s s
e T V-1
ple 3.3 On prend, par exemple oo = 0,05, et n=25, on a tin-1), ¢ = 2,064 et
I'intervalle de confiance de niveau de confiance 95% pour u est :
2,064  _ 2,064
ﬁszs y Xn =+ ﬁszs

ArAdante cant unlahlace nALe
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|C - Variance d'une variable normale

L2 1 2
connu soit Uy = - X7 (Xj —u)”.
comme somme de n carrés de .4#7(0,1) indépendantes.

Soit ki et ko, les bornes de I'intervalle de probabilité d'un x2 :

U2
P(k1<';72<k2)_1—

d'ou l'intervalle de confiance :

n2 2

nu nu
n < 62 < n

ko ki

(X; — Xp)?, et on sait que 1)5" suit une loi x2_;,

M:

iconnu On utilise 52 = 25

i=1

soit by et by les bornes de l'intervalle de probabilité :

~1)82
o2

P(b1<( n<b) l1-o

d'ou l'intervalle de confiance :

(-1 _ 2 (-1
by by
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Intervalle de Confiance : Exemple
ple 3.4 Soit Xi,..., X, un échantillon de loi uniforme % ([0, 6]).

La vraisemblance associé a I'échantillon est définie par

1
Ln(X, 9) = ﬂ7=151[079](x;)

Déterminons I'EMV : L,(x,0) est maximum en 6 ssi M7_;1jg o;(x;) = 1.

Autrement dit Vi=1,...,n 6 > x;, donc, sup x; < 6. Dot I'EMV :
1<i<n

é,, = sup X

1<i<n
Cherchons une statistique libre pour 6 (a partir de én). D’abord calculons la
loi de 6,, Vx €0,0],
Fo(x) = P(6n<x)

—_ (X\n
Vérifions que T, = % est une statistique libre pour 0. En effet, Vx € [0,1],
on a
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Intervalle de Confiance : Exemple

IC Méthode 1 : Déterminons un @1(6,) et @»(6,) telle que

P(01(0n) <0 < 02(d)) =10 1)
A partir de (1), il faut construire autour de 6, |'estimateur T,
1 1 1
P( — < =< ~ ) = l-«
®2(6n) ~ 0 7 1(6n)
P< On <T,< On ) = l-a
©2(65) ¢1(6n)
Comme on connait la loi de la statistique libre T, on cherche donc un
by by
3= b et b := o (60 tels que
P(a<T,<b) = 1-a
Fr,(b)—Fr,(a) = 1-«
bp"—3a" = 1-«

Il'y a une infinité de a et b possibles. On choisit a et b tels que l'intervalle
. . . 1
a, b] soit le plus court possible. Soit b=1 et donc a=an.
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Intervalle de Confiance : Exemple

: A A A 1A :
Soit ¢1(6,) = 6, et @1(6,) = a™ 76, Nous avons donc obtenu un intervalle

de confiance :
[én; Of%én}

IC Méthode 2 : On peut partir directement de T,, et I'on cherche un a et b tel

que
P(a<T,<b) = 1-a
Fr,(b)=Fr,(a) = 1-a
b"—a" = 1-o

On choisit les a et b tels que [a, b] soit I'intervalle le plus court possible.

Puis on remonte le raisonnement pour arriver a un intervalle de confiance
(voir exemple sur les espérances/variances normales).
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2.3. Intervalle de Confiance Asymptotique
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Intervalle de Confiance Asymptotique

sthode

Modéle régulier.

On construit I'intervalle asymptotique en utilisant I'estimateur du maximum
de vraisemblance 6,, de 6.

On sait que 6, est asymtotiquement normal, i.e. :

A loi 1
V/n(6,—6) = (0, m)-

Autrement dit :

V' 7(6)(6,—6) 19y (0,1).

—>oo

On obtient :

P(—Ug < nfl(én)(én—e)gua> —1-a

2

d'ou I'intervalle de confiance asymptotique :

Ua
2

\/nfl On \/nf1 9n

N\Q
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Intervalle de Confiance Asymptotique : Exemple

narque On a mentionné I'EMV car il est asymptotiquement normal, donc il converge
en loi vers une loi connue (ici la loi normale).

ple 3.5 Soit Xi,..., X, un échantillon de loi uniforme U([0, 6]).

L'Estimateur de Maximum de Vraisemblance : 6, = sup X;.
1<i<n

Soit T,:=n (1 - %), T, est une statistique asymptUtiquement libre pour
0, en effet ;
Fr.(x) = P(Th<x)
A X \n
P (en > 9(1— E)>

= 1=

et lim Fr (x)=1—e*. Donc, T, — T, ot T suit une loi exponentielle
n—soo

Exp(1).
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Intervalle de Confiance Asymptotique : Exemple

On cherche un intervalle de la forme [6, ; b] tel que pour un o donné on ait

P(6,<6<b)=1-o0.

IC=|6,; f—"
1—+loga
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