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Vraisemblance et Estimation Ponctuelle



Vraisemblance, exhaustivité, liberté, complétude



Vraisemblance d'un échantillon

@ Soit s, = (x,...,x,) réalisation d'un échantillon (i.i.d) de loi de
densité f(x; 0), dans un modéle statistique ./, la vraisemblance de
I'échantillon s, est la fonction L(6,x1,...,%,) :

L:® — R*

0 = (X1, ,xm 0) =TI, f(xi;0)
@ La log-vraisemblance est
ZL(0,x1,...,xn) = loglL(0,x1,...,xn)
= ilog(f(x;;@))
i=

@ Exemple :
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Exhaustivité
Définition
Soit 4 = {f(x,0),x € Z,0 € ©}un modéle paramétrique dominé et

S Z — % une statistique. La statistique S est dite exhaustive si la loi
de X sachant S = s est indépendante de 6.

o Caractérisation via le théoréme de factorisation : Une statistique
S(x1,...,xn) est exhaustive du modéle paramétrique (dominé par )
ssi la densité s'écrit

f(x1,....%n 0) =go(S(x1,-..,xn); 0) h(x)
@ Interprétation : S(xi,...,x,) contient toute |'information de

I'échantillon sur 6, c'est un résumé qui préserve |'information.

@ Propriété : Si 51,5, sont des statistiques telles que S = h(Sz). Alors
si 51 est exhaustive pour 0, alors S, est exhaustive pour 6.

e Définition : Une statistique S est exhaustive minimale si tout autre
statistique exhaustive T s'écrit S = h(T).
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Exemples

L'échantillon lui-méme
Le cas multinomial

Le cas gaussien

Le cas uniforme
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Liberté, Complétude

@ Dans un modéle paramétrique .#, une statistique S est libre en 0 si
sa loi ne dépend pas de 6.

@ Une statistique S est compléte ssi
VO €0, Eg[h(S)]:O — hZO, Pg — ps

@ Théoréme : Une statistique exhaustive compléte est minimale.

@ Théoréme de Basu : Si S est une statistique exhaustive compléte pour
le modeéle .#, alors toute statistique libre T est indépendante de S
pour toute loi Pg de .Z.

» Interprétation : Les statistiques exhaustives complétes sont des résumés
qui compressent et sépare |'échantillon de maniére optimale, en deux
parties indépendantes.
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Estimation et exhaustivité

e Théoréme de Rao-Blackwell : Soit T une statistique exhaustive, et 6

A R 2
un estimateur de 6 tel que #(0,0) = Ey [(9 9) ] < oo, alors

I'estimateur 7] = Eg [é]T} est I'amélioré de Rao-Blackwell :

Z(1),0) < %(6,0)

@ Théoréme de Lehmann-Scheffé : Soit S une statistique exhaustive
compléte pour un modéle paramétrique. Si 6 est un estimateur sans

biais de 6, alors ) = Eg [GIT} est un estimateur sans biais
uniformément de variance minimale.

@ Conclusion et interprétation : de bons résumés optimaux de
I'échantillon permettent d'augmenter la précision. .
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Le modéle exponentiel
Définition

Un modéle statistique {f(x;0)|0 € ©} sur 2" =R est une famille
exponentielle si les densités f(x; 0) s'écrivent

f(x;0) =exp (Zs: ni(0) Ti(x) — B(G)) h(x)

i=1

avec h, B,m;, T;,i=1,...,s a valeurs réels, et h(x) > 0.

@ T =(Ty...Ts) est la statistique privilegiée du modeéle (les T; sont
linéairement libres = de rang plein)

@ Il est plus commode d'utiliser directement les 17; comme paramétre : la
densité s'écrit alors sous forme canonique

f(x;n) =exp (i i Ti(x) — A(n)) h(x)

i=1

et 1 =(N1,...,MNs) est appelé paramétre naturel.
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Exemple : La loi Gamma
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Propriétés

C(n) =exp(—A(n)) est la constante de normalisation.
L'ensemble H={n e R®| [, exp(Xi_1 i Ti(x)) <o} est un convexe.
La fonction n +— A(N) est indéfiniment dérivable et

Q Ly [T(X)]=VyA(m)

@ covy(Ti, T5) = g AlM)

0 — n(06) est le plus souvent un difféeomorphisme.

Pour une famille exponentielle, le modéle d’échantillonnage est encore
une famille exponentielle avec la statistique privilégiée :

T(x1,...,%n) = z": T(x;).
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Exhaustivité dans les familles exponentielles

e Dans une famille exponentielle, si le modéle est de rang plein (égale a
s), la statistique privilégiée est exhaustive minimale.

Réciproquement,

@ Théoréme de Pitman-Koopman : Si le modéle est homogene (le
support ne dépend pas du paramétre) et est tel que pour une taille
d'échantillon n assez grand, il existe une statistique exhaustive de
taille fixe s, alors la famille est exponentielle.
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Information de Fisher



Score et Information de Fisher

@ On suppose que .Z = {f(x;0),0 € O} est régulier. Le score est le
vecteur aléatoire

S5(X;0)=Vglogf(X;0)
Dans ce cas, VO € O,
Eg [Ve |ng(X; 9)] =0

Attention au support !

e La matrice d’'information de Fisher /(6), ou information apportée
par X sur 6 :

J(X;0) =covg(Vglogf(X;0))

o Additivité de I'Information de Fisher pour un échantillon i.i.d :

I(X,..., Xn: 0) 2 7,(0) = n.7,(6)
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Calcul de I'Information de Fisher

@ Théoréme : Si #;ejf(x;e) existe pour tout x et tout 0, et si on peut
dériver 2 fois sous le signe intégral [ f(x;0)u(dx) alors

2

I(X;0)=— <E9 L}et?aej log F(X; 9)D1gu§p

@ Pour une famille exponentielle, si on utilise la paramétrisation
canonique :

{S(X:n) = T(X)-VyA(n)
F(Xin) = V3AM) = covy(T(X))
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Inégalité d'information de Cramér-Rao

Théoréme

Soit .# modéle statistique régulier, g fonction dérivable et

To= T(X1,...,Xn) un estimateur sans biais de g(0).

Cas 0 scalaire : la borne de Cramer-Rao est définie par BCR(6) = £ ©) o

Vo (Tn) > BCR(0) = i(—zj

Cas 0 vectoriel :
Vo (Ta) > J(g)(8)"-7(8) 1 J(g)(6)

avec J(g)(0)= Jacobien de g évalué au point 6.
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Efficacité d'un estimateur

@ La comparaison entre les matrices de covariances est au sens de |'ordre
(partiel) matrices s.d.p : A,B sd.p. A< B <= B—As.dp

o Inégalité d'information = BCR(6) est la meilleure variance possible
pour un estimateur sans biais.

@ Un estimateur T, sans biais de g(0) est un estimateur efficace si
Vo (g(6)) = BCR(6) :

Chap 2 : Vraisemblance, Estimation ponc 20 / 45



Estimateur du maximum de vraisemblance



Estimateur du Maximum de Vraisemblance

@ Soit .# un modeéle paramétrique et xi,...,x, un échantillon de

vraisemblance L(60;x1,...,xn) =[1_1 f(x;;0). Lorsqu'il existe,

I'estimateur du maximum de vraisemblance est définie par
OEMY = argminL(6;x1,...,x,)
0cO

= arg(sréig.i”(e;xl,...,xn)

Remarque

Les conditions suffisantes d'optimalité pour déterminer é,’f_MV sont :

02 "
ZL(x,0MV) > £(x,0),v6 € ©.
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Exemples d'estimateurs d'EMV

o Le cas Bernoulli

@ Le cas Poisson
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Propriétés de 'EMV

@ Sous les hypothéses du théoréme de factorisation, é,‘,EMVest fonction

de toute statistique exhaustive.
@ Pour 'EMV, il y a des problémes :

» Existence d'une solution au probléme de maximisation
» Existence de plusieurs solutions et de minima locaux
» Numérique (pour I'optimisation)

@ Pour un modéle exponentiel de plein rang (avec la paramétrisation
naturelle) et .#(n) > 0 pour tout 17, £(6;x1,...,xn) est strictement
concave et I'EMV est |'unique solution de

1 A
=Y Tlg)=VaAREY)
j=1
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Comportement asymptotique des estimateurs



Convergence de I'EMV

o
@ Si le modeéle paramétrique .#Z est régulier et si 6* € © est le vrai
paramétre alors
6EMV __; o
en probabilité Pg-.

Remarque

La régularité suppose que |'information de Fisher .#(60) existe et est définie
positive. Une conséquence de .#(0) > 0 est que le modéle est identifiable,
ie f(,0)=f(,0") = 6=206 forall 6,6
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Normalité asymptotique de I'EMV

(o)
@ Si le modéle paramétrique .# est régulier et si 6* € © est le vrai
paramétre alors

V(85— 97) ~ N (0,.41(0))

Remarque

@ /n est la vitesse de convergence de |'estimateur. De maniére générale,

la convergence des estimateurs paramétriques est "en %".

o Un estimateur consistent 6, est dit asymptotiquement normal si il
existe r, > 0 tel que

o (én—e*) - N(0, 7(8)).

7 (0) est la variance asymptotique.
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Delta-Method

e Soit 6,, un estimateur asymptotiquement normal
In (é,, - 9*) ~+ N (0, _#(0)), et y une fonction différentiable autour

de 6*, alors y(6,) est asymptotiquement normal et
(v (8n) —w(69) ~ N (0.¥/(8) 7 (0)¥/(0))

@ Lemme de Slutsky : Si Y, ~ Y et A, Proba A et B, Proba B, alors

Ap+Bp,Y,~ A+ BY

@ Ces résultats sont utilisées pour obtenir la normalité asymptotique de
statistique complexe (mais réguliére) de I'échantillon.
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Intervalle de confiance



Intervalle de Confiance

On considEre un modEle d'Echantillonnage paramEtrique X, ..., X, de taille
n. Les variables alEatoires Xi,..., X, sont indEpendantes et de mime loi
inconnue P, et elles sont a valeurs dans 2 (R ou RY).

On suppose que la loi P appartient a une famille de probabilitE
P ={Py,0 €O}

DEfinition 3.1 (REgion de Confiance)

Soit x — A(x) une application de 2" a valeurs dans I'ensemble des borEliens de
g(0) telle que pour tout 6 € ©, on a

Po(g(0) € A(X1,...Xn)) = 1—at.

On dit que I'ensemble alEatoire A est une rEgion de confiance de niveau (1 — ).

Dans le cas ot g(©) C R et A est un intervalle, on parle d'un intervalle de
confiance.
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Intervalle de Confiance

DEfinition 3.4 (Statistique asymptoptiquement libre)

On appelle statistique asymptotiquement libre pour 0, toute statistique dont sa
loi asymptotique ne dEpend pas de 6.

ple 3.1 Soit Xi,...,X, un Echantillon de loi .4 (i,5?). Notons X, = % X; et

I

S2=-L i(x,- —Xn)?.

i=1

- Si o est connu, @ est une statistique libre pour u, de loi .#7(0,1).

- Si o est inconnu ﬁ()gig_“) est une statistique libre pour u, de loi T,_1.
2
- Si p est connu Y74 (X‘f‘_“) est une statistique libre pour o, de loi x2.

2
- Si U est inconnu (n—l)% est une statistique libre pour o, de loi x2 ;.
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Construction pratique d'un IC

ple 3.2 Xi,...,X, un Echantillon de loi P(%) T,= w est une statistique
asymptotiquement libre pour A. En effet, par le thEorEme central-limite
T, 9 v (0,1).

n—oo
Construction pratique d’un IC

Soit T, un estimateur du paramEtre 6. On cherche ¢;(T,) et ¢2(T,) de
sorte que leurs lois ne dEpendent pas de 6 et

P(pi(Th) < 6 < ¢o(Ty))=1-a

narque Le choix d'une statistique libre revient a Eviter d'avoir les bornes de I'lC
dEpendantes de 0
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|C - EspErance d'une variable normale : o connu

connu Soit X, ..., X, un Echantillon de loi .4 (u,5?).

- Prenons X, = % X; comme estimateur de p.

I

- On utilise le fait que W est une statistique libre pour u, de loi
A(0,1).

- L'intervalle de probabilitE de X, a 1 — o est :

—Ua a
u, Ua lJ, Ua
> f = n = > \/>

ol ug est telle que ¢(ug) = P(N(0,1) <ug)=1-3.
d'ou l'intervalle de confiance :
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|C - EspErance d'une variable normale : ¢ inconnu

On utilise le fait que Tp_1 = \F(X" ) suit une loi de Student a (n—1)
degrEs de libertE.

L'intervalle de probabilitE pour T,_ :

fo1). § =7 g St
d'ou l'intervalle de confiance :
s
—tin-1) %7 tn-1), ¢ 7= \f
narque Si la dEfinition S2* = L ¥'7_ (X; — X,)? alors I'intervalle de confiance

devient :
* *

)?"_t("*l)a%\/:j SH §>‘<,,+t(,,,1),%\/:_71
ple 3.3 On prend, par exemple oo = 0,05, et n =25, on a tn1), ¢ = 2,064 et
I'intervalle de confiance de niveau de confiance 95% pour U est :
_ 2,064 _ 2,064
Xn — ﬁsﬁ y» Xn+ ESQE
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IC - Variance d'une variable normale

connu soit 2 = Iyr (X —u).
comme somme de n carrEs de .47(0,1) indEpendantes.

Soit ky et ky, les bornes de I'intervalle de probabilitE d'un x2 :

U2
Plki< —F<k)=1-o
02
d’ou l'intervalle de confiance :
~2 ~2
nu;, <o’< nir;
2 kq

- f— 2 . .
iconnu On utilise 53 % (X,-fX,,)z, et on sait que (n=1)sp 612)5" suit une loi xﬁ_l,

-

soit by et by les bornes de I'intervalle de probabilitE :

P(b1<( )"<b2)

d'ou l'intervalle de confiance :

(-1 _ 2 _ (1-1)3
b I b
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Intervalle de Confiance : Exemple
ple 3.4 Soit Xy, ..., X, un Echantillon de loi uniforme % ([0, 6]).

La vraisemblance associE a I'Echantillon est dEfinie par
1
Ln(x,0) = n?:lgl[o,e](xi)
DEterminons 'EMV : L,(x,6) est maximum en 6 ssi M7_; 1} o/(x;) = 1.

Autrement dit Vi=1,...,n 8 > x;, donc, sup x; < 6. D'ou 'EMV :
1<i<n
é,, = sup X;

1<i<n

Cherchpns une statistique libre pour 6 (a partir de é,,). D’abord calculons la
loi de 6, Vx €0, 6],

Fo,(x) =

P(6, < x)
= (5

P
0

VErifions que T, = % est une statistique libre pour 6. En effet, Vx € [0,1],
on a
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Intervalle de Confiance : Exemple

IC MEthode 1 : DEterminons un @;(8,) et @»(6,) telle que
P00 <0 <0:(d)) =1-a 1)

A partir de (1), il faut construire autour de 6, |'estimateur T,

P( lA < lA ) = l-a

©2(65) ¢1(6n)

P( eﬁ <T, 9) = l-a
©2(65) ¢1(6n)

Comme on connait la loi de la statistique libre T,,, on cherche donc un
bn 6n

|~
IN

IA

3= b et b := (0 tels que
P(a<T,<b) = 1-a
Fr,(b)—Fr,(3a) = 1—-«
b"—a" = 1-«a

Il'y a une infinitE de a et b possibles. On choisit a et b tels que I'intervalle
. . . 1
a, b] soit le plus court possible. Soit b=1 et donc a= atn.
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Intervalle de Confiance : Exemple

1
n

Soit (pl(é,,) =0, et (pl(é,,) — o~ 76, Nous avons donc obtenu un intervalle

de confiance : A -
(6 076,

IC MEthode 2 : On peut partir directement de T, et I'on cherche un a et b tel

que
Pla<T,<b) = 1-a
Fr.(b)—Fr,(a) = 1-a
b"—a" = 1-a

On choisit les a et b tels que [a, b] soit I'intervalle le plus court possible.

Puis on remonte le raisonnement pour arriver a un intervalle de confiance
(voir exemple sur les espErances/variances normales).
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Intervalle de Confiance Asymptotique

“thode ModEle rEguIier, c’est-a-dire |'existence de |'information de Fisher.

- On construit I'intervalle asymptotique en utilisant I'estimateur du maximum
de vraisemblance 6, de 6.

- On sait que 6, est asymtotiquement normal, i.e. :

A loi 1
V/n(6, — G)n:>oo (0, @)

- Autrement dit :

Vn1(8)(6,—6) 19 v (0,1).

n—soo

NIR

P( ug <\/n1(6,)(6,—6) < u ) =1-a
d’oi I'intervalle de confiance asymptUtique :
%

B~ by
nl(én) (én
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Intervalle de Confiance Asymptotique : Exemple

narque On a mentionnE I'EMV car il est asymptUtiquement normal, donc il
converge en loi vers une loi connue (ici la loi normale).

ple 3.5 Soit Xi,..., X, un Echantillon de loi uniforme U([0, 6]).

L'Estimateur de Maximum de Vraisemblance : 6, = sup X;.
1<i<n

Soit T,,:=n (1 — %), T, est une statistique asymptUtiquement libre pour

0, en effet;
Fr,(x) = P(T,<x)
= P(Brz001-%))"
n
X
= 1-(1-2)
(-5
et I@ Fr,(x)=1—e". Donc, T, — T, ot T suit une loi exponentielle
Exp(1).

Chap 2 : Vraisemblance, Estimation ponc 44 / 45



Intervalle de Confiance Asymptotique : Exemple

On cherche un intervalle de la forme [6, ; b] tel que pour un a donnE on ait

P(6,<6<b)=1—oa.
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