ENSIIE - Intégration Année 2016-2017.

Calcul intégral. Examen du 12/01/2017.
Durée : 8h. Calculatrices, téléphones et documents interdits. Formulaire A4
recto autorisé. Tous les résultats doivent étre soigneusement justifiés. La
note tiendra compte de la qualité de la rédaction.

Exercice I Soit f une fonction mesurable positive.
a/ Démontrer que, pour tout a € R

p(f =a) < %fxfd,u-

¢/ Déduire que si [ fdu < 400, alors f < +co p.p..
Indication : montrer que

{z € X, f(z)=+oo}= ﬂ{x € X, f(z) > n}.
neN
et utiliser la monotonie de p.

Exercice II Soit f une fonction réelle borélienne sur R, 1-périodique et
vérifiant

Vz € R, f(z) >0et [1f($)d$<+oo. (1)
0

1) Montrer que pour tout n € N, fol Flus)de = fDl jlz)ds:
2) Montrer que la fonction Y 22| - f(nz) est intégrable sur [0, 1],

3) En déduire
- fnz)

n—rCQ 'n,2

4) Application : Montrer que la fonction f définie par

=0 dr—pp.

Vz ¢ Z f(z) = [In(|sin(rz)|]* et Ve Z f(z)=0,

vérifie les hypotheses de I'exercice.
4) En déduire que lim,_,o |sin(nmrz)|"/» =1 dz — pp.

5) Montrer que la limite ci-dessus n’a lieu pour aucun z € Q.
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Exercice ITI Montrer que la fonction

n’est pas intégrable par rapport & la mesure de Lebesgue sur R
Indication : Décomposer 'intégrale en somme des intégrales sur |7k, w(k+
1)]; k € N. Minorer la fonction sur chacun de ces intérvalles en tenant
compte de f;:c(kﬂ} | sin z|dz = const.

Le but de Uexercice suivant est de montrer que lintégral semi-convergente

de Riemann [;° h(z)dz existe et déterminer sa valeur.

Exercice IV On pose, pour ¢ > 0,

i)y f gmtlla
0

T

— Montrer que H est continue sur |0, oo et calculer lims_,o H (t).
— Montrer que H est dérivable sur ]0, co[ et calculer sa dérivée.
— En déduire que pour tout ¢t > 0,

H(t) = g — arctant.

— Montrer que, pour £ > 0,

= 1+1¢
IHi)= / et -;2 m(l — cos z)dxz.
0

— Montrer que

®1—cosz

sup{ye™™; y =0} < oo et / T—dw =500,
0

— Déduire de ce qui précede que

fml—cosx T
_'_"2—_d$:_'
0 T 2

— En déduire la valeur de l'intégrale semi-convergente de Riemann :

Asinz T

lim dr = —.
A—oo 0 Ay 2
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